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Kapitola 3

Predikatova logika

3.1 Formule predikatové logiky

3.1.1 Priiklad. Napiste formule predikatové logiky odpovidajici nasledujicim
vétam. Pouzijte k tomu predikatovych symbol uvedenych v textu.

a) Nékdo mé hudebni sluch (S) a nékdo nema hudebni sluch.
b) Nékteré déti (D) nerady ¢okoladu (C).

c¢) Nikdo, kdo nebyl poucen o bezpeénosti prace (P), nesmi pracovat v labo-
ratofich (L).

d) Ne kazdy talentovany mali¥ (T') vystavuje obrazy v Néarodni galerii (G).
e) Pouze studenti (S) maji narok na studené vedete (V).
f) Ne kazdy clovek (C), ktery mé drahé lyze (D), je Spatny lyzaf (S).

Vysledek: a) (3z S(z)) A (Fz -S(x));
b) z (D(z) A ~C(z));
Va (-P(z) = ~L(z));
ﬁ( z(T(z) = G(z)));

Vo (V(z) = S(2));
ﬁ[ ((C(z) A D(z)) = S(x))]-

3.1.2 Piiklad. Pro nésledujici véty popiste jazyk predikatové logiky (tj. pre-
dikéty, konstantni symboly a funkéni symboly), ktery potfebujete k formalizaci
a napiste formule odpovidajicich vét.

a) Karel vidél Shakespearovu hru Hamlet.
b) Karel vidél nékterou Shakespearovu hru.
d

Nékdo vidél nékterou Shakespearovu hru.

)
)
c) Nékdo vidél Shakespearovu hru Hamlet.
)
e)

Ne kazdy vidél nékterou Shakespearovu hru.
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f) Karel vidél pouze hry od Shakespeara.
g) Lucernu nenapsal Shakespeare.

Vysledek: Nase universum U tvoii lidé a hry. Pro prvni ¢étyfi véty by
stacil tento jazyk .Z: Pred = {V'}, kde V je ternarni predikdtovy symbol, kde
V(z,y,z) mé vyznam: ,osoba x vidéla hru y od autora z“. (Tj. na druhém
misté trojice (z,y,z) musi byt hra, na prvnim a tfetim musi byt osoba.) Déle
Konst = {k, h, s}, kde k je osoba Karel, h je hra Hamlet a s je Shakespeare.
Formule maji tvar:

a) V(k,h,s); b) JyV(k,y,s); c) 3z V(z,h,s); d) FzIyV(z,y,s).

Chceme-li popsat vSechny véty, zavedeme jiné predikdtové symboly: Nase
universum U je stejné. Pred = {H,0,V, N}, kde H a O jsou unarni predikéty,
H znamend ,byt hrou“, O znamend , byt osobou®, V(z,y) a N(x,y) jsou bindrni
predikity: V(z,y) znamend ,osoba z vidéla hru y* a N(z,y) znamena ,osoba
x napsala hru y“. Déle Konst = {k, h, 5,1}, kde k je ,Karel“, h je ,Hamlet*, s
je ,Shakespeare“ a [ je ,Lucerna“. Formule maji tvar:

a) N(s,h) ANV (k,h);
b) 3z (H(x) AV (k,z) AN (s, x));

¢) Fz(O(z) AV (x, h) AN(s, h));

d) 323y (O(z) A H(y) AV (z,y) AN(s,9));

e) =[vz (O(z) = 3y (H(y) AV (z,y) AN(s,9)))];
£) Va [(H(x) ANV (k,2)) = N(s,2));

g) ~N(s,1).

3.1.3 Piiklad. Pro nésledujici véty popiste jazyk predikdtové logiky (tj.
uvedte predikdty, konstantni symboly a funkéni symboly) ktery potiebujete
k formalizaci a napiSte formule odpovidajicich vét.

a) Eva mluvi anglicky i francouzsky.

Kazdy mluvi anglicky nebo némecky.

)
b) Kazdy, kdo mluvi némecky, mluvi i anglicky.
¢)

)

d) Neékdo mluvi anglicky i némecky.

e) Neékter{ studenti neumi ani némecky ani anglicky.

Vysledek: Nase universum U je mnoZina vSech lidi. Pred = {A, N, F, S},
kde A znamend ,mluvit anglicky”, N znamend ,mluvit némecky*, F' znamena
,mluvit francouzsky“, S znamena ,byt studentem®. VSechny predikaty jsou
unarni. Konst = {e}, kde e znamend ,Eva“.

a) A(e) A F(e);
b) Va (N(x) = A(x));

) Va (A(x) V N (x));
) 3z (A(z) A ( )
) 3z (S(x) A ~N(z) A —~A(x)).

[P ="e)

3.1.4 Piiklad. Pro nésledujici véty popiste jazyk predikdtové logiky (tj.
uvedte predikdty, konstantni symboly a funkéni symboly) ktery potiebujete
k formalizaci a napiSte formule odpovidajicich vét.
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Q

) Kazdé nezralé ovoce je nezdravé.

=3

) Zé&dné ovoce, které roste ve stinu, neni zralé.

o

) Toto jablko rostlo ve stinu a je zralé.

(oW

) Matka Jany je malifka.

)

) Né¢i matka je malifka.

s

) Existuje divka, jejiz otec je hudebnik a matka malifka.
g) Kazdy nemd otce hudebnika.

Vysledek: Pro véty a) az ¢): Universum jsou kusy ovoce. Pred = {Z, S, D},
kde vSechny predikatové symboly jsou undrni a Z znamend ,byt zralé“, S
znamend ,rist ve stinu“, D znamend byt zdravé“; Konst = {j}, kde j je ,toto
jablko“.

a) Va (—Z(x) = -D(x));

b) Vz (S(x) = =Z(x));
¢) SU) A Z()).

Pro véty d) az g): Universum je mnozina lidi. Pred = {M, H, D}, kde v8echny
predikatové symboly jsou unarni a M znamena , byt malitkou“, H znamené , byt
hudebnikem®, D znamend ,byt divkou“; Func = {o,m}, kde oba jsou undrni
funkéni symboly a o(zx) je otec osoby x, m(z) je matka osoby x; Konst = {j},
kde j je , Jana“.

d) M(m(5));

e) dx M (m(x));
f) 3z (D(x) A H(o(z)) A M(m(x)));
g) ~(Va H(o(z))), nebo té« Iz —~H(o(x)).

3.1.5 Priklad. Popiste interpretaci, kterou potiebujete, abyste zformaliso-
vali nasledujici véty jako sentence predikatového poctu.

a) Ctverec lichého éisla je vzdy liché ¢islo.

b) Je-li libovolné ¢islo délitelné Sesti, je délitelné i tfemi.

c) Existuji éisla a, b, ¢ takova, Ze soudet ¢tvercl a a b je roven ¢tverci c.
d) Kazdy ¢tyfahelnik, ktery méa stejné thlopticky, je kosoctverec.

Vysledek: a) U = Z, Pred = {L}, kde L znamena ,byt lichy*, Func = {0},
kde o(x) je ¢tverec ¢&isla . Formule mé tvar Va (L(z) = L(o(z))).

b) U = Z, Pred = {P,Q}, kde P znamend ,byt délitelny 6“, Q) znamend
»byt délitelny 3“. Formule mé tvar Va (P(x) = Q(z)).

c) U =7, Pred = {R}, R je binarni predikdtovy symbol a mé vyznam rov-
nosti, Func = {0, s}, kde o(x) je unarni a znamen4 ¢tverec ¢isla = a sz, y) je bi-
nérni a znamena souéet ¢isel x a y. Formule ma tvar 3z xistsy 3z R(s(o(x), o(y)), o(2)).
(Kdybychom zavedli rovnost jako predikétovy symbol =, ktery méa vzdy vyznam
rovnosti, mohli bychom formuli psat ve tvaru: 3z xistsy 3z s(o(z), o(y)) = o(z).)

d) U je mnoZina vSech mnohothelnikii, Pred = {C, U, K}, kde C' znamené
byt ctyfahelnik“, U znamend ,mit stejné dhlopficky” a K znamend ,byt
koso¢tverec“. Formule mé tvar Vz (C(z) = (U(x) = K(z))).
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3.1.6 Priiklad. V nésledujicich formulich oznacte vSechny vazané vyskyty

proménnych a vSechny volné vyskyty proménnych. Které z formuli jsou sentence
a které oteviené formule?

a) Vo Iy Q(z,y);

b) Q(f(a,b),y) = (Fy P(s(y)));

c) Q(a,b) vV (Vx Q(a,x));

d) Qz,y) = Qy, 2);
) Q(
)

a,b) A (Fz 3y Q(z,y));

Q
Q
Q
Q(a,b)
(

[§]

f) (vVz Qa,2)) = (V& Iy Q(y, x))-

3.2 Sémantika predikatové logiky

3.2.1 Priklad. Vyslovte vyroky, které odpovidaji negacim nésledujicich vy-
roku:

a) Kazda ryba dycha zabrami.

o

) Kazdy sportovec mé dobrou fyzickou kondici.
c) Néktefi studenti nejsou pilni.

d) Zadné schody nevedou do nebe.

@

) Kazdy se snazi dostudovat.

f) Kazdé liché ¢islo je prvoéislo.

g) Kazdy, kdo jede do Anglie, umi anglicky.

h) Neni $prochu, aby na ném nebylo pravdy trochu.

Vysledek: a) Nékteré ryby nedychaji zébrami.
b) Néktefi sportovei nemaji dobrou fyzickou kondici.
c¢) Kazdy student je pilny.
d) Neékteré schody vedou do nebe.
e) Nékdo se nesnazi dostudovat.
f) Nektera lichd ¢isla jsou slozena (nejsou prvocisla).
g) Neékdo jede do Anglie i kdyZ anglicky neumi.

3.2.2 Priklad. Specidlni symboly jazyka £ predikitové logiky jsou tyto:
Pred = {P,Q}, kde P a @ jsou unarni predikdtové symboly, Func = {f, g},
kde f a g jsou unarni funkéni symboly.
Je déna interpretace (U, [—]), kde U je mnozina vSech lidi,
f odpovida otci, tj. [f] pfifazuje osobé z jejiho otce,
g odpovidd matce, tj. [g] pfifazuje osobé z jeji matku,
P odpovida vlastnosti ,,hrat na piano“, @ odpovida vlastnosti ,hrat na kytaru®.
Napiste véty, kterym v této interpretaci odpovidaji nasledujici formule:

a) Va (P(f(z)) v Q(g(x)));
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b) 3z (P(g(x)) A Q(f(2)));

Fz (

Ve ((P(f(z)) vV Q(g())) = (P(z) V Q(x)));
3z (P(g(f(2)));
Fy (P(y) A=Q(f(9(w)));

Vysledek: a) Kazdy m4 otce pianistu nebo matku kytaristku.
b) Nékdo mé matku pianistku a otce kytaristu.
c¢) Jestlize ma nékdo otce pianistu nebo matku kytaristku, pak sdm hraje na
piano nebo na kytaru.
(Uvédomte si, ze tady ma slovo ,nékdo“ vyznam ,kazdy“.)
d) N&éi babicka z otcovy strany je kytaristka.
e) Neékdo je sdm pianista navzdory tomu, Ze jeho dédefek z matéiny strany si
na klavir ani nebrnkl.

C

)
)
)
)

3.2.3 Priiklad. Specidlni symboly jazyka .Z predikatové logiky jsou tyto:
Pred = {P,Q}, kde P je unédrni a @ je bindrni predikdtovy symbol, Func =
={f, 9}, kde f je unarni a g je bindrni funkéni symbol, Konst = {a, b, c}.

Je déna interpretace (U, [—]), kde U je mnoZina pfirozenych ¢isel; [a] = 0,
[6] =1, [¢] = 3,
[f]:n +— n?, tj. f odpovid4 povySeni na druhou,
lg]: (m,n) — m + n, tj. g odpovida souctu,
[P] = {2n | n € N}, tj. P odpovida vlastnosti , byt sudym*,
[Q] = {(m,n) | m je délitelem n}, tj. Q odpovida relaci ,délitelnosti®.

Rozhodnéte o pravdivosti nebo nepravdivosti nasledujicich sentenci:

a) P(c);

b) P(f(a));

c) P(g(a, f(b)));

d) Q(a, f(b));

e) Q(f(b),a);

f) Vo Q(z, z);

g) JzQ(f(x),z);

h) vz (Q(c, x) = Q(b, 2));

i) Vo (Q(b, z) = Q(c,x));

§) Fx (P(f(x)) A P(x));

k) Jz 3y (P(x) A P(y) A P(g(z,y)));
1) 3z 3y (~P(x) A=P(y) A Pg(x,y)))-

Vysledek: a) Nepravdivd; b) pravdivé; c¢) nepravdivd; d) nepravdivd; e)
pravdivé; f) nepravdivd (protoZe 0 nedéli 0); g) pravdivd; h) pravdiva; i)
nepravdivd; j) pravdivd; k) pravdiva; 1) pravdiva.
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3.2.4 Priklad. Pro nasledujici sentence rozhodnéte, zda se jedna o tautolo-
gie, kontradikce nebo splnitelné sentence, které nejsou tautologie. (P je unarni
predikétovy symbol, @ je binérni predikdtovy symbol.)

a) (3z P(z)) V (Jz~P(2));

)V =P(2));

)

b) (z

¢) Bz P(x)) = (Vo P(z));
) (z

e)

Va (P

d) (V=P

) A Bz =P(x));
Ve [Ty Qx,y) V Vz -Q(x, 2)].

Vysledek: a) Tautologie. b) Tautologie.

¢) Splnitelna formule, kterd neni tautologie. Zdivodnéni: Sentence (Jz P(z)) =
= (Vx P(z)) je pravdivd kdykoli je nepravdiva sentence Jx P(x). Uvazujme
interpretaci: U je mnozina redlnych ¢isel, predikatovy symbol P odpovida vlast-
nosti ,byt odmocninou z —1“. Protoze zadné reilné ¢islo vlastnost [P] nema,
je nase sentence pravdiva v (U, [—]). Na druhé strané uvazujme interpretaci: U’
je mnozina pfirozenych ¢isel, P odpovida vlastnosti ,byt sudy“. Pak formule
Jx P(z) je pravdiva v této interpretaci, protoZe existuje sudé pfirozené éislo.
Formule V2 P(z) ovSem pravdivé neni, protoZe ne v8echna pfirozena ¢isla jsou
suda. Tedy formule (3 P(x)) = (Vx P(z)) neni pravdiva v této interpretaci.
d) Kontradikce. e) Tautologie.

3.2.5 Priiklad. K formuli ¢ naleznéte formuli v tautologicky ekvivalentni
s formuli —¢ a takovou, Ze ¢ ma negace pouze tésné pred atomickymi formulemi.
(P je unérni predikdtovy symbol, R je bindrni predikdtovy symbol a a je
konstantni symbol.)

a) Vo [P(z) = 3y (P(y) A R(z,y))));

b) P(a) Vv [3z (P(z) AVy (R(y, 2) = —P(y)))]-

Vysledek: a) 3z [P(z) AVy (=P (y) V ~R(z,v))];
b) =P(a) A [Vz (=P(2) V (3y(R(y, 2) A P(y))))).

3.2.6 Priklad. Rozhodnéte, zda nésledujici mnoziny sentenci jsou splnitelné
nebo nesplnitelné. Zdivodnéte. (P a R jsou undrni predikdtové symboly, @ je
binérni predikitovy symbol.)

a) S = {Ve Iy Q(z,y), Ve ~Q(z,z)};
b) M = {3z ¥y Q(z,y),Vz =Q(z, x)};
c¢) N ={Vz (P(x)V R(x)),~3z R(x),~P(a)}.

Vysledek: a) S je splnitelné. Jeji model je napft. tato interpretace: U = N,
[Q] je relace < na mnoziné N, tj. [Q] = {(m,n) | m < n}. Pak pro kazdé
prirozené ¢islo n existuje ¢islo vétsi (napf. n + 1) a Zaddné pfirozené ¢islo neni
vétsi nez ono samo.

b) M je nesplnitelna. ,Pfec¢téme si“ prvni formuli: ,,Existuje prvek, feknéme
d, takovy, 7ze pro kazdy prvek y dvojice (d,y) ma vlastnost Q.“ Dosadime-li
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za y prvek d, ma dvojice (d,d) také vlastnost Q). Tudiz nemuze byt pravdiva
druh4 formule mnoziny M, ktera ¥ika: , Pro zadny prvek = dvojice (z,z) nemd
vlastnost @Q.“

Formalné: Vezméme libovolnou interpretaci (U, [—]), v niZ je pravdiva for-
mule 3z Vy Q(x,y). Pak existuje prvek d € U, tak, ze pro kazdy prvek d' € U
dvojice (d,d") € [Q]. Proto také (d,d) € [Q]. To ovSem znamend, Ze sentence
Vo —~Q(z, z) neni pravdiva v (U, [-]).

c¢) N je nesplnitelna. ,Piectéme si“ prvni a t¥et{ sentenci: , Kazdy prvek ma
vlastnost P nebo vlastnost R.“ ,,Prvek a nemd vlastnost P.“ Jsou-li obé tyto
sentence pravdivé v nékteré interpretaci, pak v této interpretaci musi prvek a
mit vlastnost R. To ovSem znamena, Ze neni pravdiva druha sentence: ,,Zadny
prvek nemé vlasntost R.¢

Formélné: Vezméme libovolnou interpretaci (U, [—]), v niZ je pravdiva prvni
a tfeti sentence. Pak existuje prvek d € U (d = [a]) takovy, Ze d ¢ [P]. Protoze
je pravdiva sentence Vz (P(z) V R(z)), musi byt pravdiva sentence P(a)V R(a).
To ale znamend, ze je pravdivad i R(a) a tudiz d = [a] € [R]. Tedy sentence
Yz —R(z) je nepravdiva v (U, [-]).
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