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Abstract

In this work is desribed and programmed one of exact algorithms for set covering pro-
blem, so called hybrid algorithm, that combines greedy algorithm, Lagrangian heuristic,
non-binary genethic algorithm and L-class enumeration. Also alternative variant of the
algorithm that replaces genethic algorithm by simulated annealing is programmed. Co-
vering problem occurs in several fields of computer science, logic synthesis and reliability
analysis. Solving the covering problem may be sometimes rather time-consuming. Per-
formance of hybrid algorithm and its alternative variant is studied and compared to the
AURA exact algorithm. Hybrid algorithm is incorporated to the program BOOM.

Anotace

V této diplomové práci je popsána a naprogramována jedna z exaktńıch metod pro řešeńı
problému pokryt́ı - tzv. hybridńı algoritmus, který kombinuje použit́ı hladových algoritmů,
Lagrangeovskou heuristiku, nebinárńı genetický algoritmus a výčet L-tř́ıd. Naprogramo-
vána byla rovněž alternativńı varianta hybridńıho algoritmu, kde je namı́sto nebinárńıho
genetického algoritmu použito simulované ochlazováńı. Problém pokryt́ı se objevuje v
množstv́ı oblast́ı poč́ıtačového výzkumu, syntéze logických obvod̊u a analýze spolehlivosti.
Řešeńı problému pokryt́ı je výpočetně velmi náročné. Studována je výkonnost hybridńıho
algoritmu a jeho alternativńı varianty a výkonnost je srovnána s exaktńım algoritmem
AURA. Hybridńı algoritmus je začleněn do programu BOOM.



Obsah
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5 Hybridńı algoritmus pro problém pokryt́ı 15

5.1 Úvod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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1 Úvod

Problém pokryt́ı má použit́ı v mnoha oblastech poč́ıtačového výzkumu, syntéze logických
obvod̊u, dvouúrovňové minimalizaci logických obvod̊u, analýze spolehlivosti a přesného
kódováńı stav̊u sekvenčńıch logických obvod̊u.

Řešeńı problému pokryt́ı je obecně výpočetně velmi náročná záležitost. Pro řešeńı pro-
blému pokryt́ı byly navrženy algoritmy s r̊uznou složitost́ı a kvalitou řešeńı. Ćılem algo-
ritmů je nalézt co nejlepš́ı řešeńı v přijatelném čase.

Řešeńı problému pokryt́ı může být dosaženo pomoćı rekurzivńıho algoritmu, který zkouš́ı
př́ıpustné kombinace prvk̊u řešeńı, dokud neńı nalezeno minimálńı pokryt́ı. Řešeńı t́ımto
zp̊usobem je velmi časově náročné. Sńıžeńı výpočetńıho času může být dosaženo např́ı-
klad ořezáváńım stavového prostoru; neprohledávaj́ı se ty jeho části, o kterých je předem
známo, že v nich optimálńı řešeńı neńı možné nalézt.

Při řešeńı rozsáhlých kombinatorických problémů a požadavku na optimalitu řešeńı se
často použ́ıvá technika kombinace aproximativńıch a exaktńıch algoritmů, kdy je nejprve
aproximativńım algoritmem nalezeno př́ıpustné řešeńı, které slouž́ı jako výchoźı bod pro
exaktńı algoritmus.

Tato práce vycháźı z článku “A hybrid algorithm for set covering problem”, jehož autory
jsou od Anton V. Eremeev, Alexandr A. Kolokolov a Lidia A. Zaozerskaya, kde je popsán
tzv. hybridńı algoritmus pro řešeńı problému pokryt́ı, založený na technice zmı́něné v
předchoźım odstavci. Hybridńı algoritmus kombinuje tři aproximativńı a jeden exaktńı al-
goritmus. Výsledkem činnosti hybridńıho algoritmu je optimálńı řešeńı problému pokryt́ı.

Ćılem této práce je popsat (s ohledem na možnost implementace) a implementovat hyb-
ridńı algoritmus pro problém pokryt́ı, implementovat alternativńı variantu hybridńıho al-
goritmu, prostudovat výkonnost algoritmu a porovnat ji s jinými algoritmy. Daľśım ćılem
práce je začlenit algoritmus do programu BOOM, tak aby mohl být využit pro minimali-
zaci logických funkćı jako alternativa k dosud začleněným algoritmům.

Hybridńı algoritmus pro problém pokryt́ı, včetně alternativńı varianty byl naprogramo-
ván ve formě knihovny v ANSI dialektu jazyka C a začleněn do programu BOOM, pro-
zkoumána byla jeho efektivita na r̊uzných problémech pokryt́ı a porovnána s algoritmem
AURA.
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2 Problém pokryt́ı

Problém pokryt́ı je kombinatorický optimalizačńı NP-těžký problém.

Neformálně lze problém pokryt́ı popsat takto: Na vstupu máme několik množin, které
maj́ı společné prvky. Naš́ım úkolem je vybrat minimálńı sadu množin tak, aby tato sada
obsahovala všechny prvky, které jsou obsaženy v kterékoliv množině ze vstupu.

Formálně lze popsat problém pokryt́ı několika zp̊usoby, zde jsou uvedeny dva.

2.1 Problém pokryt́ı specifikovaný pojmy maticové algebry

2.1.1 Definice

Necht’ Y = {y1, y2, ...ym} je množina řádk̊u a X = {x1, x2, ...xn} je množina sloupc̊u
matice A o rozměrech m × n a CENA je funkce definovaná na množině X taková, že
přǐrazuje každému prvku xj ∈ X reálné č́ıslo. Prvek xj ∈ X pokrývá prvek yi ∈ Y ,
pokud A[i, j] = 1, jinak A[i, j] = 0. Problém pokryt́ı < X, Y, CENA > spoč́ıvá v nalezeńı
podmnožiny S množiny X, s nejmenš́ı cenou, takové, že pro každý prvek y z množiny Y
existuje prvek x z množiny X tak, že x pokrývá y.

2.1.2 Řešeńı

Řešeńım je nalezeńı minimálńı podmnožiny sloupc̊u z matice A tak, že každý řádek matice
A je pokrytý alespoň jedńım sloupcem podmnožiny. Hledáńı řešeńı spoč́ıvá ve výběru
sloupc̊u do řešeńı, tak dlouho, dokud nejsou pokryty všechny řádky.

Při hledáńı řešeńı je možné pracovat pouze s cyklickým jádrem matice A, které se źıská
tzv. odstraněńım dominance; tyto pojmy budou objasněny v př́ıkladu.

2.1.3 Jednoduchý př́ıklad

y1 0 0 1 0
y2 1 1 0 1
y3 0 1 0 1
y4 0 1 1 1

x1 x2 x3 x4

c 2 1 3 5

Tabulka 1: Jednoduchý př́ıklad

Hledaná podmnožina S je: {x2, x3}. Tato podmnožina sloupc̊u pokrývá všechny řádky s
cenou 4.

Dominance řádk̊u

Ř́ıkáme, že řádek y′ z množiny řádk̊u Y dominuje řádku y právě tehdy, když všechny
prvky množiny sloupc̊u X, které pokrývaj́ı řádek y′, pokrývaj́ı také řádek y.
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V tabulce 1 snadno zjist́ıme, že řádek y3 dominuje řádku y4, protože řádek y3 je pokryt
sloupci x2 a x4 a oba tyto sloupce také pokrývaj́ı řádek y4. Totéž plat́ı i pro řádek y2. To, že
řádek y3 dominuje řádk̊um y2 a y4, nám ř́ıká, že vybereme-li do řešeńı sloupec pokrývaj́ıćı
řádek y3, pak výběrem tohoto sloupce vždy pokryjeme i řádky y2 a y4. Proto můžeme
řádky y2 a y4 vyloučit z matice. Snadno také nahlédneme, že řádek y1 dominuje řádku y4.

Dominance sloupc̊u

Ř́ıkáme, že sloupec x′ dominuje sloupci x právě tehdy, když všechny prvky množiny řádk̊u
Y pokryté x jsou také pokryté sloupcem x′.

V tabulce 1 vid́ıme, že sloupec x4 dominuje sloupc̊um x2 a x1 a zároveň sloupec x2 domi-
nuje sloupc̊um x4 a x1. Nab́ıźı se tedy možnost vyloučit z matice sloupce x4 nebo x2. Při
vylučováńı sloupc̊u se však muśı dát pozor na to, aby se nepřǐslo o minimálńı řešeńı; vy-
loučeńı je možné jen tehdy, pokud cena dominuj́ıćıho sloupce je menš́ı než cena sloupce,
kterému sloupec dominuje. Nelze tedy vyloučit sloupec x2, kterému dominuje sloupec x4,
protože jeho cena je menš́ı než cena sloupce x4.

Po odstraněńı dominanćı sloupc̊u mohou vzniknout nové dominance řádk̊u a naopak,
proto je potřeba postup odstraňováńı dominance opakovat. Př́ıpadným opakovaným od-
straňováńım dominance źıskáme cyklické jádro řešeńı.

Nezbytné sloupce

Existuje-li řádek, který je pokryt jen jedńım jediným sloupcem, je zřejmé, že tento sloupec
bude vždy patřit do řešeńı, proto jej můžeme z matice ihned odstranit a přidat jej nakonec
k řešeńı vzniklému postupem v odstavci 2.1.2. Sloupec s touto vlastnost́ı se označuje jako
nezbytný. Př́ıkladem takového sloupce je sloupec x3, který jako jediný pokrývá řádek y1.

2.2 Problém pokryt́ı specifikovaný pojmy teorie množin

2.2.1 Definice

Uvažujme množinu M = {1, ..., m} a podmnožiny Mj ⊆ M , kde J ∈ N = {1, ..., n}.
Podmnožina J ∈ N je pokryt́ım množiny M když ∪(j∈J)Mj = M . Pro každou podmnožinu
Mj je stanovena kladná cena cj . Problém pokryt́ı je pak nalezeńı pokryt́ı s minimálńı
celkovou cenou.

2.2.2 Př́ıklad

Uvažujme množinu M = {a, b, c, d}a podmnožiny z následuj́ıćı tabulky:

Podmnožina Mj Cena cj

M1 = {b} 2
M2 = {b, c, d} 1
M3 = {a, d} 3
M4 = {b, c, d} 5

Řešeńım je pak podmnožina J = {2, 3}. Sjednoceńı podmnožin M2 a M3 je pokryt́ım
s minimálńı celkovou cenou. Př́ıklad je vlastně převedeńım výše uvedeného př́ıkladu do
pojmů teorie množin.
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3 Exaktńı algoritmy pro řešeńı problému pokryt́ı

3.1 Základńı rekurzivńı algoritmus

Rekurzivńı algoritmus vyb́ırá prvek x z množiny X a generuje dva podproblémy. Jeden
podproblém spoč́ıvá v zařazeńı prvku x do minimálńıho řešeńı, druhý podproblém spoč́ıvá
ve vyjmut́ı vyjmut́ı x z minimálńıho řešeńı. Algoritmus je pak aplikován na cyklická jádra
těchto dvou podproblémů. Časová složitost algoritmu je exponenciálńı O(2n), kde n znač́ı
počet sloupc̊u matice.

Na obrázku je znázorněn postup rekurzivńıch voláńı pro matici o velikosti 3 x 3 v nejhorš́ım
možném př́ıpadě. Vyhledávaćı prostor je binárńı strom. Uzly představuj́ı vybraný sloupec
x, ohodnoceńı hran pak označuje, zda byl sloupec x přidán do minimálńıho řešeńı (1),
nebo odebrán z minimálńıho řešeńı (0). Listy pak představuj́ı pokryt́ı.

Obrázek 1: Rekurzivńı voláńı pro matici 3 x 3

3.2 Metoda větv́ı a hranic (Branch and Bound)

3.2.1 Základńı varianta

Metoda větv́ı a hranic představuje vylepšeńı základńıho rekurzivńıho algoritmu, vyhledá-
vaćı prostor je ořezáván. Jsou ořezána mı́sta, kde cena zat́ım nalezeného částečného po-
kryt́ı je větš́ı než cena nejlepš́ıho dosud nalezeného pokryt́ı. V těchto mı́stech nemá smysl
v rekurzi pokračovat, protože rekurze nemůže vést k lepš́ımu řešeńı.

Vyhledávaćı prostor je binárńım stromem s kořenem, který představuje vstupńı problém.
Hrany reprezentuj́ı rekurzivńı voláńı a jsou ohodnoceny 0 nebo 1 podle toho, zda je sloupec
uvažovaný v rodičovském uzlu do řešeńı přidán nebo z něj odebrán. Vnitřńı uzly stromu
reprezentuj́ı částečné řešeńı. Listy stromu představuj́ı nalezená pokryt́ı.

Algoritmus se rekurzivně aplikuje na cyklická jádra podproblémů. Vždy se vybere sloupec
x do řešeńı a vyškrtne se společně s řádky, které pokrývá. Odebráńım sloupce mohou
vzniknout dominantńı řádky, proto se při větveńı provede odstraněńı dominance. Je-li
matice prázdná, pak bylo nalezeno řešeńı.
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Algoritmus 1 Branch and Bound

Branch_and_bound(Matrix,Solution) {

vyřeš_dominance(Matrix,Sol)

if (matrix==∅) {

if cena(Solution)<cena(best) return newBest

else return ∅

}

else {

vyber do řešenı́ sloupec j

if ( cena(cesta(j))+cena(j) < cena(best) )

Branch_and_bound(Matrix,Sol1)

vyškrtni sloupec j

if ( cena(cesta(j)) < cena(best) )

Branch_and_bound(Matrix,Sol2)

return min (Sol1,Sol2)

}

}

3.2.2 Vylepšená varianta

Metodu větv́ı a hranic je možné ještě dále vylepšovat. Ćılem vylepšeńı je stanovit takové
podmı́nky pro ořezáńı, které vedou k zachováńı správnosti řešeńı a zároveň k ořezáńı v́ıce
větv́ı vyhledávaćıho prostoru.

Podmı́nka cena(cesta(j)) + cena(j) < cena(best) slouž́ı k ořezáńı těch větv́ı stromu, kde
cena řešeńı přesahuje cenu již nalezeného řešeńı. Hodnota na levé straně nerovnosti se
označuje jako spodńı hranice řešeńı. Je-li známa spodńı hranice, může se při splněńı pod-
mı́nky rekurze ukončovat. Otázkou z̊ustává, zda neńı možné hodnotu na levé straně bez-
pečným zp̊usobem zvýšit.

Předpokládejme, že řešeńı problému pokryt́ı neńı menš́ı než nějaké č́ıslo K. Pak cena
částečného řešeńı, kterému odpov́ıdá uzel u je rovna hodnotě c = cesta(u) + K. Známe-li
cenu řešeńı best, pak lze rekurzi ukončit za podmı́nky, že cena(cesta(u)) + K ≧ best.

Existuje možnost, jak takové č́ıslo K nalézt.

Nezávislá podmnožina řádk̊u. Necht’ < X, Y, CENA > je problém pokryt́ı a Y ′ je
podmnožina Y taková, že pro dva r̊uzné libovolné prvky y1 a y2 z množiny Y ′, všechny
prvky x, které pokrývaj́ı y1 nepokrývaj́ı y2 a naopak. Množina Y ′ je pak nezávislou pod-
množinou Y a poskytuje spodńı hranici řešeńı.

Neformálně řečeno, v matici A se nacháźı množiny řádk̊u takové, že žádný sloupec po-
krývaj́ıćı řádek z jedné množiny nepokrývá ani jeden řádek z jiné množiny. V tabulce 2
je nezávislou podmnožinou řádk̊u podmnožina Y ′ = {y1, y2}, nebot’ y1 je pokryt právě
sloupci x1 a x2 a y2 je pokryt právě sloupci x3a x4. Z toho lze vyvodit, že pro pokryt́ı
bude třeba vybrat jeden sloupec z podmnožiny {x1, x2} a jeden sloupec z podmnožiny
{x3, x4}. Vybereme-li “nejlevněǰśı” sloupce, dostáváme minimálńı cenu pokryt́ı 2 + 2 = 4.
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y1 1 1 0 0
y2 0 0 1 1
y3 0 0 1 1
y4 0 0 1 1

x1 x2 x3 x4

c 3 2 2 4

Tabulka 2: K nezávislé podmnožině řádk̊u

Formálněji. Máme-li K nezávislých podmnožin řádk̊u, pak je pro pokryt́ı třeba vybrat mi-
nimálně |K| sloupc̊u. Urč́ıme-li maximálńı počet nezávislých podmnožin řádk̊u (označme
MSIR), dostaneme tak také mohutnost množiny Y ′.

Chceme-li pokrýt řádek y1 ∈ Y ′, pak je nutné pro jeho pokryt́ı vybrat sloupec x s cenou
cena(x). Vybereme sloupec, který pokrývá řádek s nejnižš́ı cenou a přičteme k MSIR.
Takto upravená hodnota MSIR je spodńı hranice řešeńı problému pokryt́ı.

Algoritmus 2 Metoda větv́ı a hranic doplněná o MSIR

Branch_and_bound_MSIR(Matrix,Solution) {

vyřeš_dominance(Matrix,Sol)

if (matrix==∅) {

if cena(Solution)<cena(best) return newBest

else return ∅

}

else {

vyber do řešenı́ sloupec j

najdi MSIR pro podproblém

if ( cena(cesta(j)) + cena(j) + MSIR < cena(best) )

Branch_and_bound(Matrix,Sol1)

vyškrtni sloupec j

najdi MSIR pro podproblém

if ( cena(cesta(j)) + MSIR < cena(best) )

Branch_and_bound(Matrix,Sol2)

return min (Sol1,Sol2)

}

}

Nalezeńı MSIR je však problém, který je stejně složitý jako problém pokryt́ı, proto se
k nalezeńı MSIR použ́ıvá heuristika. Jej́ı použit́ı pouze sńıž́ı hodnotu MSIR a zvětš́ı část
stavového prostoru, který je třeba prohledat. Řešeńı z̊ustává řešeńım exaktńım.

Algoritmus lze ještě dále zlepšit zvýšeńım spodńı hranice.

Mějme Y ′ nezávislou podmnožinu Y . Necht’ lBound je spodńı hranice nutná k pokryt́ı Y
źıskaná z Y ′ a uBound je horńı hranice.
Označme X ′ = {x ∈ X|x ∩ Y ′ = ∅, cena(cesta k uzlu) + lbound + cena(y) >= uBound}.
Pak problém může být zredukován na problém< X − X ′, Y, CENA >

Srozumitelněji řečeno, nalezneme-li při hledáńı řešeńı sloupce, které nepokrývaj́ı maxi-
málńı množinu nezávislých řádk̊u a zároveň splňuj́ı danou nerovnost, můžeme je z matice
vyškrtnout a přepoč́ıtat MSIR (v d̊usledku vyškrtnut́ı sloupc̊u se může změnit).
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4 Základńı aproximativńı algoritmy

4.1 Přirozená heuristika

Princip přirozené heuristiky spoč́ıvá ve výběru prvku x, který pokrývá největš́ı počet
prvk̊u Y . Pracuje se s funkćı NAT HEURISTIC(Matrix,Solution), která z matice vybere
sloupec pokrývaj́ıćı nejv́ıce řádk̊u, společně s pokrytými řádky vybraný sloupec z matice
vyjme a tak pokračuje dokud neńı matice prázdná. Současně se plńı seznam sloupc̊u
Solution vybraných do řešeńı.

Algoritmus 3 Přirozená heuristika
1.Zjisti počty jedniček ve sloupcı́ch

2.Vyber sloupec s největšı́m počtem jedniček, vyjmi

sloupec a vyjmi řádky pokryté sloupcem

3.Nenı́-li Matrix==∅,jdi na 1

Přirozená heuristika představuje velmi rychlý algoritmus, ale také algoritmus, který ne-
dává př́ılǐs dobré výsledky; odchylky od exaktńıho řešeńı jsou př́ılǐs velké.

4.2 Contrib-Add heuristika

Tato heuristika je založena na výpočtu př́ıspěvk̊u jednotlivých sloupc̊u k ceně. Heuristika
pracuje se dvěma veličinami: Śıla pokryt́ı řádku (CF) a sloupcový př́ıspěvek (CC).

CF (yi) =
1

m
∑

j=1

A[i, j]

CC(xi) =

n
∑

i=1

A[i, j] · CF (yi)

Ze vzorc̊u vyplývá, že śıla pokryt́ı řádk̊u se zmenšuje s počtem sloupc̊u, které řádek po-
krývaj́ı (je-li řádek pokryt mnoha sloupci, jeho śıla pokryt́ı je malá). Sloupcový př́ıspěvek
se s počtem pokrytých řádek zvyšuje (pokrývá-li sloupec mnoho řádk̊u, jeho sloupcový
př́ıspěvek je velký).

Heuristika upřednostňuje sloupce, které pokrývaj́ı mnoho řádk̊u s velkou silou pokryt́ı.

Algoritmus 4 Contrib-Add heuristika
1.Když Matrix==∅, skonči

2.Spočı́tej pro všechna xj hodnotu veličiny CC(xj)
3.Vyber sloupec s největšı́ hodnotou CC(xj) a vyjmi ho spo-

lečně s řádky, které pokrývá

4.Jdi na 1

Contrib-Add heuristika dává výsledky, které se v́ıce bĺıž́ı výsledk̊um exaktńıch algoritmů.
Složitost algoritmu je O(n2), kde n je počet sloupc̊u.
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U obou heuristik může nastat situace, kdy na vyjmut́ı z matice budou existovat dva
kandidáti. Při implementaci je třeba vždy vybrat pouze jednoho kandidáta (např́ıklad
náhodným výběrem).

4.3 Hladový algoritmus dle Chvátala

Algoritmus je popsán v článku [6].

1. Ze sloupc̊u, které nejsou součást́ı pokryt́ı, vyber sloupec i takový, že poměr
ceny sloupce c a počtu nově pokrytých řádk̊u při zařazeńı sloupce c do pokryt́ı je
minimálńı

2. Nejsou-li pokryty všechny řádky, pokračuj krokem 1

4.4 Hladový algoritmus dle Balase a Hoa

Algoritmus je popsán např́ıklad v článku [9].

Algoritmus pracuje tak, že je náhodně vybrán řádek, který dosud neńı pokryt žádným ze
sloupc̊u. Pro každý sloupec, kterým je možné náhodně vybraný řádek pokrýt, je vypočten
poměr počtu řádk̊u, které by t́ımto sloupcem byly nově pokryty a ceny sloupce. Sloupec
s maximálńım poměrem se stane součást́ı řešeńı.

14



5 Hybridńı algoritmus pro problém pokryt́ı

5.1 Úvod

Hybridńı algoritmus pro problém pokryt́ı popsaný v článku [1] si klade za ćıl nalézt opti-
málńı řešeńı problému pokryt́ı v přijatelném čase. Tohoto ćıle se snaž́ı dosáhnout vhod-
nou kombinaćı aproximativńıch algoritmů, které navazuj́ıce jeden na druhý, postupně vy-
lepšuj́ı př́ıpustné řešeńı problému pokryt́ı.

Př́ıpustné řešeńı nalezené aproximativńımi algoritmy je pak použito jako vstup pro finálńı
exaktńı algoritmus, kterým se źıská řešeńı optimálńı. Exaktńı algoritmus je urychlován
vnitřńımi aproximativńımi kroky.

V hybridńım algoritmu se použ́ıvaj́ı následuj́ıćı techniky:

• Hladový algoritmus pro problém pokryt́ı dle Chvátala popsaný v sekci 4.3

• Lagrangeovská heuristika pro problém pokryt́ı, která je popsána v sekci 5.4.4

• Nebinárńı genetický algoritmus rozebraný v sekci 5.5

• Exaktńı výčet L-tř́ıd (LCE) urychlovaný použit́ım Lagrangeovské heuristiky

5.2 Specifikace problému pokryt́ı pro potřeby hybridńıho algo-
ritmu

Pro potřeby hybridńıho algoritmu specifikujeme problém pokryt́ı jako problém celoč́ısel-
ného lineárńıho programováńı (CLP problém):

min {cx : Ax ≥ e,x ∈ {0, 1}n}

A je matice nul a jedniček o velikosti m × n. Prvky matice nabývaj́ı hodnoty: Aij = 1
právě tehdy když sloupec j pokrývá řádek i.

Dále c je vektor cen, který má n prvk̊u a e je vektor jedniček o m prvćıch. Předpokládáme
také, že sloupce matice A jsou seřazeny do posloupnosti s neklesaj́ıćı cenou.

Řešeńı si můžeme představit jako bod v části n-rozměrného prostoru. Část prostoru je
určena omezuj́ıćımi podmı́nkami a má tvar polyhedronu, který vznikne jako pr̊unik polo-
prostor̊u.

Pro ilustraci si převedeme zadáńı př́ıkladu z odstavce 2.1.3.

A =









0 0 1 0
1 1 0 1
1 0 0 1
1 0 1 1









, c = (1, 2, 3, 5) , e = (1, 1, 1, 1)

Co vlastně zadáńı CLP problému ř́ıká ? Hledáme vektor x = (x1, ..., xn), x ∈ {0, 1}n

takový, že jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky:

Součet x1.c1 + x2.c2 + x3.c3 + x4.c4 je minimálńı

a11x1 + a12x2 + a13x3 + a14x4 ≥ e1
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a21x1 + a22x2 + a23x3 + a24x4 ≥ e2

a31x1 + a32x2 + a33x3 + a34x4 ≥ e3

a41x1 + a42x2 + a43x3 + a44x4 ≥ e4

5.3 Celkové schéma hybridńıho algoritmu

1. Algoritmus začne nalezeńım přibližného řešeńı problému pokryt́ı hladovým algorit-
mem. Cenu tohoto řešeńı označme jako c(gd0).

2. Dále je řešeńı problému nalezeno pomoćı Lagrangeovské heuristiky. T́ım se źıská
nejvyšš́ı dolńı mez ceny řešeńı LB a nějaké (ne nutně optimálńı, ale pokud možno
kvalitńı) řešeńı problému pokryt́ı, jehož cenu označ́ımec(lg0).

3. Hybridńı algoritmus konč́ı, jestliže c(gd0) = LB, nebo c(lg0) = LB. Při splněńı
jedné z těchto podmı́nek bylo nalezeno optimálńı řešeńı hladovým algoritmem nebo
př́ımo Lagrangeovskou heuristikou.

4. Pro daľśı kroky algoritmu máme k dispozici informaci, že cena řešeńı nepřekroč́ı
horńı mez UB = min{c(lg0), c(gd0)}.

5. Horńı mez se ještě může sńıžit nebinárńım genetickým algoritmem GAH, jehož úko-
lem je simulovat evoluci př́ıpustných řešeńı. Cenu řešeńı nalezeného genetickým al-
goritmem označme c(ga0).
Hybridńı algoritmus skonč́ı, jestliže c(ga0) = LB. Při splněńı této podmı́nky bylo
algoritmem GAH nalezeno optimálńı řešeńı.

6. Následuje algoritmus výčet L-tř́ıd, který je jako jediný exaktńı. Základem algoritmu
LCE je hledáńı řešeńı speciálně formulovaných LP problém̊u, které jsou řešeny sim-
plexovou metodou. Simplexová metoda je výpočetně velice náročná, proto se v algo-
ritmu použ́ıvaj́ı dva vnitřńı aproximativńı kroky, kterými jsou Lagrangeovská heu-
ristika pro problém pokryt́ı a jednoduchá heuristika pro testováńı skupin L-tř́ıd.

V daľśım textu jsou jednotlivé části hybridńıho algoritmu podrobněji rozebrány a popsány.

5.4 Lagrangeovská heuristika pro problém pokryt́ı

5.4.1 Principy Lagrangeovské relaxace

Lagrangeovská relaxace optimalizačńıch problémů s omezuj́ıćımi podmı́nkami je velmi
často použ́ıvanou technikou pro jejich řešeńı.

Lagrangeovská relaxace optimalizačńıch problémů je vytvořena:

• Odstraněńım množiny omezuj́ıćıch podmı́nek

• Převedeńım těchto podmı́nek do optimalizačńı funkce ve formě tzv. trestných koefi-
cient̊u, které se nazývaj́ı Lagrangeovské multiplikátory.
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5.4.2 Relaxace problému pokryt́ı

Mějme problém pokryt́ı:

min {cx : Ax ≥ 1,x ∈ {0, 1}n}

Omezuj́ıćı podmı́nku, kterou lze zapsat také jako:
n
∑

j=1

aijxj ≥ 1 relaxujeme a definujeme

Lagrangeovské multiplikátory ti ∈ (0,∞) pro každý řádek matice A, která má m řádk̊u
a n sloupc̊u. Po relaxaci dostaneme problém lagrangeovské relaxace (dále bude označován
jako PLR) odpov́ıdaj́ıćı následuj́ıćımu předpisu:

min
n

∑

j=1

(cj −
m

∑

j=1

(tiaij)xj +
m

∑

j=1

ti, xj ∈ {0, 1} (1)

Dále zavedeme tzv. redukovanou cenu sloupce

cj = (cj −
m

∑

j=1

tiaij)

Lagrangeovské multiplikátory definované pro každý řádek matice A charakterizuj́ı mı́ru
neplněńı p̊uvodńıch omezuj́ıćıch podmı́nek aktuálńım řešeńım pro jednotlivé řádky. Ze
vzorce pro redukovanou cenu sloupce vyplývá to, že bude-li sloupec pokrývat řádky s větš́ı
mı́rou neplněńı omezuj́ıćıch podmı́nek, jeho redukovaná cena bude nižš́ı a jeho zařazeńı
do řešeńı je tud́ıž žádoućı.

Řeš́ıme-li PLR, plněńı předpisu (1) (minimalizace) můžeme dosáhnout pouze vhodnou
volbou sloupc̊u. Vyb́ıráme do řešeńı sloupce, jejichž redukovaná cena je záporná - podle
předchoźıho odstavce tak pokryjeme právě ty řádky, které maj́ı velkou mı́ru neplněńı
omezuj́ıćıch podmı́nek.

Řešeńı PLR nemuśı být př́ıpustným řešeńım problému pokryt́ı, avšak modifikace řešeńı
PLR přidáváńım nebo odeb́ıráńım sloupc̊u může vést k dobrým řešeńım. Heuristický al-
goritmus, který použ́ıvá řešeńı PLR a Lagrangeovské multiplikátory se nazývá Lagrange-
ovskou heuristikou.

Lagrangeovské heuristiky pro problém pokryt́ı pracuj́ı tak, že začnou s řešeńım PLR, při-
daj́ı do řešeńı sloupce tak, aby upravené řešeńı bylo řešeńım problému pokryt́ı a př́ıpadně
odeberou z řešeńı sloupce nadbytečné. Pravidla pro přidáváńı či odeb́ıráńı sloupc̊u mo-
hou být určena r̊uzně, vznikne tak několik variant lagrangeovské heuristiky. Pravidla jsou
převzata z [7].

5.4.3 Výstupy lagrangeovské heuristiky

Lagrangeovská heuristika poskytuje dva výstupy:

• Dolńı mez řešeńı p̊uvodńıho problému. Źıskaná dolńı mez se použ́ıvá v pr̊uběhu
algoritmu LCE - viz sekce 5.6 k omezeńı počtu spuštěńı simplexové metody k řešeńı
speciálńıch LP problémů - viz sekce 5.7.2.

• Řešeńı (ne nutně optimálńı) problému pokryt́ı. Cena tohoto řešeńı se rovněž využ́ıvá
v algoritmu LCE, viz opět 5.7.2.
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5.4.4 Postup při řešeńı problému pokryt́ı

Lagrangeovskou heuristiku budeme z úsporných d̊uvod̊u označovat jako LH. LH zavád́ı
proměnné, jejichž význam je uveden v tabulce 3.

Proměnná Význam
ZLB Optimálńı hodnota optimalizačńı funkce PLR
ZUB Cena nejlepš́ıho dosud nalezeného př́ıpustného řešeńı problému pokryt́ı
LB Nejvyšš́ı dosud nalezená dolńı mez
Pk Dolńı meze při zařazeńı sloupc̊u k do řešeńı
ti Lagrangeovské multiplikátory

Tabulka 3: Proměnné LH

Krok 0. Předzpracováńı

1. Sloupce se seřad́ı podle vzr̊ustaj́ıćı ceny. Je-li cena sloupc̊u stejná, pak preferován je
ten sloupec, který pokryje v́ıce řádk̊u.

2. Řádky se seřad́ı tak, aby prvńı byly řádky pokryté nejméně sloupci

Krok 1 Inicializace

LB = −∞, ZUB = ∞

Pj = cj (j = 1, ..., n), ti = min(cj : aij = 1) (i = 1, ...m)

Krok 2 Řešeńı PLR

Vyřeš́ı se PLR se současnou množinou lagrangeovských multiplikátor̊u. Řešeńı označme
x a cenu řešeńı ZLB.

ZLB =
m
∑

j=1

Cjxj +
m
∑

j=1

ti

Aktualizuje se LB = max{LB, ZLB}. Sloupec je součást́ı řešeńı právě tehdy když jeho
redukovaná cena je záporná. Řešeńı PLR nemuśı být př́ıpustným řešeńım problému po-
kryt́ı, avšak při konstrukci řešeńı problému pokryt́ı se z řešeńı PLR vycháźı.

Krok 3 Konstrukce řešeńı problému pokryt́ı

Varianta 1

1. Necht’ S = {j|xj = 1, j = 1, ..., n} je řešeńı PLR. S je množina index̊u sloupc̊u.

2. Vybereme řádek, který neńı pokryt žádným sloupcem z množiny S, index tohoto
řádku označme i.

3. Přidáme do množiny S sloupec s minimálńım indexem, který pokrývá řádek s inde-
xem i. Jdeme na 2.

4. Procháźıme množinu S od nejvyšš́ıho indexu sloupce k nejnižš́ımu. Můžeme-li slou-
pec vyjmout z množiny při zachováńı pokryt́ı, vyjmeme jej z množiny S.
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5. Aktualizujeme proměnnou ZUB. ZUB = min(ZUB,
∑

j∈S

cj).

Tato varianta představuje p̊uvodńı řešeńı navržené Beasleym a nevyuž́ıvá informace z vy-
počtených lagrangeovských multiplikátor̊u. Ostatńı varianty tyto informace r̊uzným zp̊u-
sobem využ́ıvaj́ı.

Varianta 2

1. Necht’ S = {j|xj = 1, j = 1, ..., n} je řešeńı PLR. S je množina index̊u sloupc̊u.

2. Vybereme řádek, který neńı pokryt žádným sloupcem z množiny S, index tohoto
řádku označme i.

3. Projdeme q nejlevněǰśıch “kandidátských” sloupc̊u, které pokrývaj́ı řádek s indexem
i a vybereme sloupec, který má nejnižš́ı redukovanou cenu. Konstanta q je předem
dána. Menš́ı hodnota konstanty q vede k úspoře výpočetńıho času za cenu horš́ı
kvality zkonstruovaného řešeńı.

4. Procháźıme množinu S od nejvyšš́ıho indexu sloupce k nejnižš́ımu. Můžeme-li slou-
pec vyjmout z množiny při zachováńı pokryt́ı, vyjmeme jej z množiny S.

5. Aktualizujeme proměnnou ZUB. ZUB = min(ZUB,
∑

j∈S

cj).

Varianta 3

1. Necht’ S = {j|xj = 1, j = 1, ..., n} je řešeńı PLR. S je množina index̊u sloupc̊u.

2. Vybereme řádek, který neńı pokryt žádným sloupcem z množiny S, index tohoto
řádku označme i.

3. Projdeme q nejlevněǰśıch “kandidátských” sloupc̊u, které pokrývaj́ı řádek s indexem
i a vybereme sloupec, který má nejnižš́ı modifikovanou redukovanou cenu. Konstanta
q je předem dána. Menš́ı hodnota konstanty q vede k ušetřeńı výpočetńıho času za
cenu horš́ı kvality zkonstruovaného řešeńı.
Při výpočtu modifikované redukované ceny se Lagrangeovské multiplikátory, př́ıslu-
šej́ıćı již pokrytým řádk̊um, polož́ı rovny nule.

4. Procháźıme množinu S od nejvyšš́ıho indexu sloupce k nejnižš́ımu. Můžeme-li slou-
pec vyjmout z množiny při zachováńı pokryt́ı, vyjmeme jej z množiny S.

5. Aktualizujeme proměnnou ZUB. ZUB = min(ZUB,
∑

j∈S

cj).

Varianta 4

1. Necht’ S = {j|xj = 1, j = 1, ..., n} je řešeńı PLR. S je množina index̊u sloupc̊u.

2. Vybereme řádek, který neńı pokryt žádným sloupcem z množiny S, index tohoto
řádku označme i.
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3. Projdeme q nejlevněǰśıch “kandidátských” sloupc̊u, které pokrývaj́ı řádek s indexem
i a vybereme sloupec, který má nejnižš́ı redukovanou cenu. Konstanta q je předem
dána. Menš́ı hodnota konstanty q vede k úspoře výpočetńıho času za cenu horš́ı
kvality zkonstruovaného řešeńı

4. Seřad́ıme sloupce z množiny S podle redukované ceny

5. Procháźıme množinu S od sloupce s nejvyšš́ı redukovanou cenou ke sloupci s nejnižš́ı
redukovanou cenou. Můžeme-li sloupec vyjmout z množiny při zachováńı pokryt́ı,
vyjmeme jej z množiny S.

6. Aktualizujeme proměnnou ZUB. ZUB = min(ZUB,
∑

j∈S

cj).

Varianta 5

1. Necht’ S = {j|xj = 1, j = 1, ..., n} je řešeńı PLR. S je množina index̊u sloupc̊u.

2. Vybereme řádek, který neńı pokryt žádným sloupcem z množiny S, index tohoto
řádku označme i.

3. Projdeme q nejlevněǰśıch “kandidátských” sloupc̊u, které pokrývaj́ı řádek s indexem
i a vybereme sloupec, který má nejnižš́ı modifikovanou redukovanou cenu. Konstanta
q je předem dána. Menš́ı hodnota konstanty q vede k úspoře výpočetńıho času za
cenu horš́ı kvality zkonstruovaného řešeńı.
Při výpočtu modifikované redukované ceny se Lagrangeovské multiplikátory, př́ıslu-
šej́ıćı již pokrytým řádk̊um, polož́ı rovny nule.

4. Seřad́ıme sloupce z množiny S podle modifikované redukované ceny.

5. Procháźıme množinu S od sloupce s nejvyšš́ı redukovanou cenou ke sloupci s nejnižš́ı
redukovanou cenou. Můžeme-li sloupec vyjmout z množiny při zachováńı pokryt́ı,
vyjmeme jej z množiny S.

6. Aktualizujeme proměnnou ZUB. ZUB = min(ZUB,
∑

j∈S

cj).

Krok 4 Možnost zastaveńı

Jestliže ⌈LB⌉ = ZUB, pak je LH ukončena. Operace nad proměnnou LB je nalezeńı
nejbližš́ı vyšš́ı nebo rovné celoč́ıselné hodnoty.

Krok 5 Aktualizace Pk, vyloučeńı sloupc̊u

Uváž́ıme-li, že pokud k zadáńı problému pokryt́ı přidáme omezuj́ıćı podmı́nku spoč́ıvaj́ıćı
ve vnuceńı určitého sloupce do řešeńı, dostaneme nový problém pokryt́ı, pro jehož dolńı
mez NLB plat́ı:
NLB = ZLB + ck, pokud sloupec neńı v řešeńı PLR.
NLB = ZLB, pokud sloupec je v řešeńı PLR.

Aktualizace Pk

Jestliže xk = 0, pak Pk = max(Pk, ZLB + ck)
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Jestliže xk = 1, pak Pk = max(Pk, ZLB)

Z daľśıch úvah můžeme vyloučit sloupce, pro které plat́ı, že Pk ≥ ZUB tak, že polož́ıme
ck = ∞. Je-li dolńı mez řešeńı při zařazeńı daného sloupce větš́ı než nejlepš́ı dosud nalezená
dolńı mez, nemůže zařazeńı sloupce vést ke zlepšeńı řešeńı.

Vzhledem k tomu, že práce s hodnotou nekonečno může při použit́ı výpočetńı techniky
činit pot́ıže, při implementaci algoritmu je vhodněǰśı použ́ıt masku sloupc̊u, nebo jejich
spojový seznam.

Krok 6 Výpočet subgradientu

Gi = 1 −
n
∑

j=1

aijxj

Podobně jako gradient udává směr nejvyšš́ıho spádu funkce, subgradient je vektor, který
udává směr daľśıho postupu při řešeńı. Jak vyplývá ze vzorce, složky subgradientu pro
dosud nepokryté řádky jsou kladné, pro ostatńı jsou nulové nebo záporné. Podle vypočte-
ného subgradientu se modifikuj́ı Lagrangeovské multiplikátory tak, aby indukovaly nižš́ı
redukované ceny sloupc̊u pokrývaj́ıćıch řádky, jež dosud nebyly pokryty. Složky subgradi-
entu náležej́ıćı k těmto řádk̊um jsou rovny 1.

Podle [7] je užitečné subgradient upravit, tak že Gi = 0, jestliže ti = 0 a zároveň Gi < 0.

Jestliže
m
∑

j=1

(Gi)
2 = 0, nelze určit směr daľśıho postupu a Lagrangeovská heuristika konč́ı.

Krok 7 Velikost kroku

Modifikace lagrangeovských multiplikátor̊u prob́ıhá v kroćıch. Velikost kroku je definována
následuj́ıćım vzorcem.

T =
f(1.05 ZUB − ZLB)

m
∑

j=1

(Gi)2

Velikost kroku se odv́ıj́ı od rozd́ılu mezi cenou nejlepš́ıho nalezeného řešeńı a naposledy
nalezenou dolńı meźı. Je-li rozd́ıl malý, postupuje při modifikaci lagrangeovských mul-
tiplikátor̊u v jemných kroćıch. Je-li rozd́ıl velký, může se postupovat po větš́ıch kroćıch,
ovšem pouze pokud je kvadratická norma subgradientu malá, tj. omezuj́ıćı podmı́nky jsou
v plněny v dostatečné mı́̌re. Takto škálovatelná velikost kroku je motivována snahou o
konvergenci proměnných ZUB a ZLB.

Počátečńı hodnota proměnné f je 2. Jestliže se proměnná LB nezvýšila za posledńıch
30 iteraćı, hodnota proměnné f je vydělena dvěma a postupuje se v jemněǰśıch kroćıch -
viz [7].

Krok 8 Pokračováńı algoritmu, aktualizace lagrangeovských multiplikátor̊u

Jestliže bylo provedeno v́ıce než dané maximálńı množstv́ı iteraćı, Lagrangeovská heu-
ristika konč́ı. Jinou podmı́nkou pro ukončeńı může být pokles hodnoty proměnné f pod
0,005, nebo překročeńı nějaké předem dané horńı meze optimalizačńı funkce.
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Lagrangeovské multiplikátory jsou aktualizovány podle vzorce
ti = max(0, ti+TGi), i = 1, ..., m. Subgradient tedy Lagrangeovské multiplikátory směruje
tak, aby vedly k volbě sloupc̊u pokrývaj́ıćıch řádky neplńıćı omezuj́ıćı podmı́nky.

Pokračuje se krokem 2.

5.5 Genetický algoritmus

Genetický algoritmus představuje jednu z variant evolučńıch algoritmů.

5.5.1 Obecně k evolučńım algoritmům

Evolučńı algoritmy jsou založeny na simulaci evoluce v př́ırodě a ř́ıd́ı se třemi základńımi
principy, kterými se evoluce v př́ırodě vyznačuje.

Reprezentace řešeńı problému. Jednotlivá řešeńı problému (př́ıpustná, ale ne nutně
optimálńı) jsou reprezentována jako jedinci.

Princip přirozeného výběru. Přirozený výběr je proces, který vede k tomu, že ně-
kteř́ı jedinci jsou schopni vyprodukovat v́ıce potomk̊u než jińı jedinci. Pravděpodobnost
předáńı genetického materiálu potomkovi je označována jako zdatnost. Zat́ımco v př́ırodě
je obt́ıžné určit, který jedinec je zdatněǰśı, evolučńı algoritmy často využ́ıvaj́ı determinis-
tickou funkci zdatnosti, která přǐrad́ı jedinci reálné č́ıslo. Při určováńı zdatnosti nerozho-
duj́ı jen vlastnosti jedince, ale i vlastnosti prostřed́ı. Jedinec zdatný v jednom prostřed́ı
nemuśı být zdatný v jiném prostřed́ı.

Princip variace a iterativńıho vyhodnocováńı. V jedné iteraci (generaci jedinc̊u)
je na populaci aplikováno množstv́ı operaćı. Ćılem těchto operaćı je zajistit drobné změny
v populaci. Dvě nejpouž́ıvaněǰśı operace jsou kř́ı̌zeńı a mutace.

5.5.2 Principy genetických algoritmů

Genetické algoritmy jsou nejpopulárněǰśı variantou evolučńıch algoritmů. Genetické algo-
ritmy pracuj́ı s obvykle ustálenou populaćı. Populace se skládá z jedinc̊u představuj́ıćıch
řešeńı optimalizačńıho problému. Každý jedinec je reprezentován dvojićı genotypu g (což
je soubor gen̊u daného jedince) a fenotypu f(g). Fenotyp představuje kvalitativńı vlast-
nosti jedince a funkce x(g) mapuje genotyp na fenotyp.

Evolučńı jevy (zdroje změn) genetické algoritmy reprezentuj́ı pomoćı operátor̊u:

SELEKCE je výběr jedinc̊u, kteř́ı se stanou rodiči nového jedince.

KŘÍŽENÍ je proces, kdy část gen̊u jednoho rodiče je nahrazena část́ı gen̊u druhého rodiče

MUTACE reprezentuje náhodné jevy (např. p̊usobeńı radiace, změny podneb́ı trvaleǰśıho
charakteru aj.)
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Selekce je ř́ızena vyšetřeńım funkce zdatnosti φ(g) u každého genotypu. Funkce zdatnosti
udává, nakolik je řešeńı reprezentované daným genotypem“dobré” (analogie“životaschop-
nosti” ve skutečné př́ırodě). V př́ırodě mı́vaj́ı zdatněǰśı jedinci v́ıce potomk̊u, toto se v ge-
netických algoritmech zajist́ı tak, že zdatněǰśı jedinci budou vyb́ıráni jako rodiče potomk̊u
častěji.

Genetický algoritmus prob́ıhá v mnoha iteraćıch, součásti každé iterace jsou znázorněny
na obrázku 2.

Obrázek 2: Obecné schéma genetických algoritmů

5.5.3 Genetický algoritmus, který je součást́ı hybridńıho algoritmu (GAH)

GAH zač́ıná vygenerováńım počátečńı populace, podle předem daného rozložeńı pravdě-
podobnosti.

Počet jedinc̊u se v pr̊uběhu algoritmu neměńı, GAH je tedy genetický algoritmus s ustále-
nou populaćı. V pr̊uběhu každé iterace je vygenerován jeden nový jedinec, který nahrad́ı
nejméně zdatného jedince.

Při generováńı nového jedince se nejprve vyberou dva jedinci, kteř́ı jsou kř́ıženi. Nový
jedinec je pak podroben mutaci. V GAH je pravděpodobnost mutace konstantńı pm.

5.5.4 Reprezentace jedince

Nejprve připomeňme, jak vypadá matice A.

A =









0 0 1 0
1 1 0 1
1 0 0 1
1 0 1 1









Označme množinu sloupc̊u, která pokrývá daný řádek i jako Ni = {j ∈ N : aij = 1}.
Genotyp se skládá z m gen̊u g(1), ..., g(m) takových, že g(i) ∈ Ni. Každý gen tedy obsahuje
index sloupce, který je přǐrazen k pokryt́ı řádku.
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Z matice nahlédneme, že:
N1 = {3}
N2 = {1, 2, 4}
N3 = {1, 4}
N4 = {1, 3, 4}

Např́ıklad genotyp < 3, 1, 1, 1 > znamená, že jedinec představuje řešeńı, které se snaž́ı
pokrýt prvńı řádek třet́ım sloupcem a zbývaj́ıćı řádky prvńım sloupcem. Dále se bude
tato skutečnost popisovat tak, že daný jedinec použ́ıvá k pokryt́ı určité sloupce. Při této
reprezentaci x(g) mapuje genotyp g na fenotyp x(g) ∈ {0, 1}n, kde jedničky odpov́ıdaj́ı
př́ıtomnosti sloupce v genech genotypu g. Např́ıklad x(< 3, 1, 1, 1 >) = (1, 0, 1, 0).

Protože geny mohou nabývat i jiných hodnot než jen 0 a 1 je tento genetický algoritmus
nebinárńım genetickým algoritmem.

Kv̊uli efektivńı implementaci algoritmu je potřeba rozš́ı̌rit množinu operátor̊u ještě o pro-
cedury, které eliminuj́ı redundantńı sloupce. Podrobnosti jsou uvedeny ńıže. Muśıme totiž
vźıt v úvahu, že r̊uzné genotypy může mapovat funkce x(g) na stejné fenotypy. Např́ıklad
x(< 1, 1, 1, 3 >) = x(< 1, 3, 3, 3 >) = (1, 0, 1, 0). V populaci však chceme mı́t pouze r̊uzné
fenotypy.

5.5.5 Selekce a funkce zdatnosti

Funkce zdatnosti je pro jedince s genotypem g definována takto: φt(g) = c[x(gl(t))] −
c[x(g)] + cn, kde l(t) je index jedince s nejvyšš́ı cenou pokryt́ı v dané iteraci. Od ceny
jedince s nejvyšš́ı cenou pokryt́ı odečteme cenu pokryt́ı představovaného jedincem jehož
zdatnost vyšetřujeme a přičteme cenu posledńıho (nejlevněǰśıho) sloupce.

5.5.6 Schéma GAH

Krok 1 Dokud neńı počátečńı populace hotova:

Krok 1.1 Generuj náhodný genotyp g

Krok 1.2 Proved’ proceduru Prime(g) - viz 5.5.8 a přidej genotyp do popu-
lace

Krok 2 V každé iteraci proved’ následuj́ıćı:

Krok 2.1 Operátorem SELEKCE vyber dva genotypy gu a gv

Krok 2.2 Vytvoř nového jedince operátorem KŘÍŽENÍ

Krok 2.3 Proved’ MUTACI každého genu s pravděpodobnost́ı pm

Krok 2.4 Necht’ g′ je nejlepš́ım výsledkem procedur Greedy(g) a DualGreedy(g) -
viz 5.5.8

Krok 2.5 Nejsou-li v populaci jedinci s fenotypem x(g′), pak g′ nahrad́ı
nejméně zdatného jedince, jinak nejméně zdatného jedince na-
hrad́ı g
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5.5.7 Implementace operátor̊u

SELEKCE Operátor implementuje proporcionálńı schéma selekce, pravděpodobnost
výběru k-tého jedince je dána následuj́ıćım vztahem:

P (k) =
φt(gk)

∑s

l=1 φt(gl(t))

Pravděpodobnost výběru zdatněǰśıho jedince je větš́ı než pravděpodobnost výběru jedince
méně zdatného. T́ım dosáhneme toho, že zdatněǰśı jedinci budou mı́t v́ıce potomk̊u.

KŘÍŽENÍ V tomto př́ıpadě se jedná o tzv. LP-kř́ıžeńı, tedy kř́ıžeńı při kterém je řešen
LP problém. Operátor je implementován tak, aby našel nejlepš́ı možnou kombinaci rodi-
čovských genotyp̊u gu a gv, pokud je to možné bez př́ılǐs náročných výpočt̊u.

Uvažujme problém optimálńıho kř́ıžeńı Poc, což je vlastně redukovaná verze problému
počátečńıho pokryt́ı množiny, kde pokrývaj́ıćı podmnožiny jsou omezeny množinou index̊u
N ′ = {j : x(gu)j = 1} ∪ {j : x(gv)j = 1}.

Srozumitelněji řečeno, pro pokryt́ı množiny řádk̊u máme k dispozici sloupce, které použ́ı-
vaj́ı k pokryt́ı kř́ıžeńı jedinci.

Nejprve je na Poc aplikována jednoduchá redukce. Označme S = {i ∈ M : |Ni ∩ N ′| = 1}.
Každý řádek i ∈ S může být pokryt právě jedńım sloupcem j(i). Pojmenujme
Q = {j : j(i), i ∈ S} množinu “upevněných” sloupc̊u. Pak pro každý řádek i ∈ ∪j∈QMj je
přǐrazen jeden ze sloupc̊u, který pokrývá gen g(i). Tyto geny považujme také za “upev-
něné”.

Srozumitelněji řečeno, při daľśım výpočtu nebudeme uvažovat řádky, které je možné po-
krýt jen jedńım sloupcem, ani sloupce, které tyto řádky pokrývaj́ı.

Jako výsledek této redukce dostaneme podproblém Pr, který se skládá ze sloupc̊u a řádk̊u,
které nebyly “upevněny”. K vyřešeńı lineárńı relaxace podproblému Pr se použije simple-
xová metoda - viz např. [10, 8]. Jestliže řešeńı x′, které poskytne simplexová metoda je
celoč́ıselné, pak je toto řešeńı použito k doplněńı genotypu g.

Aby se eliminovaly zdlouhavé výpočty, simplexovou metodu nespoušt́ıme v př́ıpadě, že
počet řádk̊u redukovaného problému přesahuje určitou předem danou hranici, nebo je
překročen určitý počet iteraćı simplexové metody (implementace simplexové metody tedy
muśı podporovat možnost zastaveńı po určitém počtu iteraćı). V př́ıpadě neceloč́ıselného
řešeńı x′ operátor KŘÍŽENÍ vrát́ı nezměněný genotyp gu.

Př́ıklad kř́ıžeńı:

A =









0 0 1 0
1 1 0 1
1 0 0 1
1 0 1 1









Mějme genotypy < 3, 1, 1, 1 > a < 3, 4, 4, 4 >. Pak N ′ = {3, 1} ∪ {3, 4} = {1, 3, 4}.

Z matice nahlédneme, že:
N1 = {3}
N2 = {1, 2, 4}
N3 = {1, 4}
N4 = {1, 3, 4}

25



Urč́ıme, že:
|N1 ∩ N ′| = 1
|N2,3 ∩ N ′| = 2
|N4 ∩ N ′| = 3

S = {1}

Řádek 1 může být pokryt jedině sloupcem 3. Dostaneme tedy podproblém s matićı A1:

A1 =

[

1 1 1
1 0 1

]

Simplexová metoda pokryje zbývaj́ıćı řádky třet́ım sloupcem matice A1 (připomeňme, že
sloupce jsou seřazeny do posloupnosti s nerostoućı cenou). V p̊uvodńı matici A to byl
sloupec 4. Výsledný fenotyp bude x(g) = (0, 0, 1, 1). Fenotyp je nutné převést zpět na
genotyp. Řádky samozřejmě pokrýváme pouze sloupci, které jsou př́ıtomny ve výsledném
fenotypu. Nový jedinec bude mı́t genotyp < 3, 4, 4, 3 >nebo < 3, 4, 4, 4 >.

MUTACE Pokud má být gen g(i) daného jedince mutován, pak pravděpodobnost, že

mu bude přǐrazen sloupec j ∈ Ni je dána vztahem: pi(j) =
1

cj
P

k∈Ni

1

ck

5.5.8 Implementace procedur pro odstraněńı redundantńıch sloupc̊u

Greedy(Genotyp g). Vyřeš́ı problém pokryt́ı hladovým algoritmem popsaným v sekci
4.3.

DualGreedy(Genotyp g). Kombinace postupného odstraňováńı sloupc̊u a jejich adap-
tivńıho oceňováńı.

Označme množinu sloupc̊u, která pokrývá daný řádek i jako Ni = {j ∈ N : aij = 1}a dále
N ′ = {j ∈ N : x(g)j = 1}, množinu index̊u sloupc̊u, které jedinec použ́ıvá k pokryt́ı.

Krok 1 Nastav N ′
i = Ni ∩ N ′, i = 1, ..., m; M ′ = M, J ′ = N

′

, J = Ø

Krok 2 Dokud J ′ 6= Ø:

Krok 2.1 Existuje-li i ∈ M ′ takové, že |N ′
i | = 1, pak J = J ∪{j} , M = M ′ \

Mj , j ∈ N ′
i , jinak vyber j ∈ J ′ takové, že j = argmaxk∈J ′

ck

|Mk∩M ′|

Existuje-li dosud nepokrytý řádek, který je pokryt jen jedńım
sloupcem, pak tento sloupec použij k jeho pokryt́ı. Jinak vyber
z dostupných sloupc̊u takový, že poměr uvedený je maximálńı.

Krok 2.2 Nastav J ′ = J ′ \ {j} , N ′
i = N ′

i \ {j}pro všechna i ∈ Mj

Použitý sloupec odeber z množiny dostupných sloupc̊u.

Prime(Genotyp g). Jednoduché postupné odstraněńı sloupc̊u se vzr̊ustaj́ıćımi indexy
(připomeňme, že sloupce jsou seřazeny do posloupnosti s nerostoućı cenou). Sloupec je
odstraněn, pokud zbývaj́ıćı řešeńı z̊ustává pokryt́ım. Výstupem je pokryt́ı bez redundant-
ńıch sloupc̊u.
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5.6 Výčet L-tř́ıd

Pro výčet L-tř́ıd se bude použ́ıvat zkratka LCE.

Principy

Jedńım z možných př́ıstup̊u k řešeńı LP problémů je použit́ı zvláštńıch děleńı prostoru
Rn. Jedńım z takových děleńı je L-děleńı, které rozděĺı body v prostoru do L-tř́ıd [1].

Uvažujme, že Ω = {x ∈ Rn : Ax ≥ e, 0 ≤ x ≤ e} je relaxačńı množina problému pokryt́ı.
Je to vlastně mnohostěn v prostoru Rn. Výčet L-tř́ıd pracuje následuj́ıćım zp̊usobem:
Mnohostěn Ω může být rozdělen na lexikograficky uspořádané podmnožiny a optimálńı
řešeńı může být nalezeno ověřeńım některých z těchto podmnožin.

Pro vyjádřeńı lexikografického uspořádáńı budou v následuj́ıćım textu použity symboly
≺��≻. Např́ıklad plat́ı, že (0, 0, 0) ≺ (0, 0, 1) ≺ (0, 1, 0) ≺ (0, 1, 1).

Jak L-děleńı rozděluje body do L-tř́ıd? Dva body x,y ∈ Rn nálež́ı do stejné tř́ıdy L-děleńı
právě tehdy, když neexistuje žádný celoč́ıselný vektor z takový, že x � z � y.

Každý bod z ∈ Zn, tedy každý bod s celoč́ıselnými souřadnicemi formuje oddělenou tř́ıdu
L-děleńı. Ostatńı tř́ıdy, které obsahuj́ı pouze neceloč́ıselné body jsou tř́ıdy zlomkové.

L-děleńı množiny X ∈ Rn indukuje množinu L-tř́ıd, která bude dále označována jako
X/L. Tato množina má zaj́ımavé vlastnosti.

1. Je-li množina X ohraničená, pak je množina X/L konečná.

2. Pro X/L může být definováno lineárńı uspořádáńı: pro neprázdné V
′

, V
′′

∈ X/L
můžeme psát, že V

′

≻ V
′′

, právě tehdy když pro libovolná x′ ∈ V ′ a x′′ ∈ V ′′ plat́ı,
že x′ ≻ x′′.

Necht’ Ω0 je množina optimálńıch řešeńı pro problém pokryt́ı. Algoritmus LCE generuje
sekvenci aktuálńıch bod̊u σ = {x (t)} z množiny Ω a t = 1, ..., θL. Sekvence bod̊u má
následuj́ıćı vlastnosti:

1. x(t) ≺ x(t+1)pro t = 1, ..., θL −1, tedy každý daľśı bod v sekvenci je lexikograficky
větš́ı než bod předchoźı.

2. Body v sekvenci patř́ı do rozd́ılných L-tř́ıd.

3. σ obsahuje celoč́ıselnou pod-sekvenci σ′ = {x(tk)} , k = 1, ..., q takovou, že z∗ ∈ σ′

a když t > tk, tak (c,x(t)) < (c,x(tk)).

Z bodu jedna lze odvodit, že mohutnost sekvence σ je menš́ı nebo stejná jako mohutnost
X/L. Jednotlivé body sekvence x(t) se źıskaj́ı řešeńım speciálně formulovaných LP pro-
blém̊u. Tak je řešeńı CLP problému, který patř́ı do skupiny NP těžkých problémů převe-
deno na řešeńı sekvence polynomiálńıch problémů.

Ćılem algoritmu LCE je naj́ıt celoč́ıselné optimum v množině Ω/L = {V1, ..., Vp}. Neńı
nutné navšt́ıvit všechny L-tř́ıdy, dodatečná podmı́nka, jako podmı́nka
(c,x) ≤ (c, ξ)−1,kde ξ = x(tk) je dosud nejlepš́ı nalezené celoč́ıselné řešeńı, může vyloučit
některé nepotřebné L-tř́ıdy. Hodnota optimalizačńı funkce r = (c, ξ) se označuje jako
záznam aktuálńıho kroku. Tato hodnota může být při inicializaci algoritmu nastavena na
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∞, př́ıpadně může být jej́ı počátečńı hodnota určena nějakým aproximativńım algoritmem
(nebo algoritmy). V pr̊uběhu algoritmu je pak postupně snižována.

Aproximativńı algoritmy spuštěné před algoritmem LCE maj́ı za ćıl sńıžit počátečńı hod-
notu záznamu co nejv́ıce je to možné, aby při výčtu L-tř́ıd bylo co nejv́ıce těchto L-tř́ıd
vyloučeno podmı́nkou (c,x) ≤ (c, ξ) − 1.
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Obecné schéma algoritmu LCE

Krok 0 Najdi nějaké přibližné řešeńı ξ0 ∈ Zn

Krok 0.1 Najdi x′ jako lexmin(Ω)

Krok 0.2 Nastav r = min {(c,x′), (c, ξ0)}
Záznam r nastav na na menš́ı hodnotu z ceny přibližného řešeńı a
ceny řešeńı představovaného lexikografickým minimem množiny Ω.

Krok 0.3 Nastav p = max
{

j : x′
j = 1, j = 1, ..., n − 1

}

Krok 1 Najdi ϕ = max
{

j : x′
j = 0, j = 1, ..., p − 1

}

Krok 1.1 Jestliže takové ϕ neexistuje, výčet L-tř́ıd je ukončen.

Krok 2 Nastav x′′ = x′. Najdi daľśı L-tř́ıdu řešeńım následuj́ıćıho problému:
x′ = lexmin

{

x ∈ Ω : (c,x) ≤ r − 1, x1 = x′′
1, ..., xϕ−1 = x′′

ϕ−1, xϕ = 1
}

Podrobnosti k tomuto kroku jsou podrobně rozpracovány v sekci 5.7.

Krok 3 Krok 2 může poskytnout následuj́ıćı výsledky:
1. Nalezena celoč́ıselná L-tř́ıda:
Nastav p = max{j : x′

j = 1, j ≤ n − 1}. Pokračuj krokem 1.
2. Nalezena zlomková L-tř́ıda.
Nastav ϕ = min{j : x′

j 6=
⌊

x′
j

⌋

, j = 1, ..., n}. Pokračuj krokem 2.
3. Nenalezena žádná L-tř́ıda:
Nastav p = ϕ. Pokračuj krokem 2.
4. Ukonči algoritmus.
Při tomto výsledku je algoritmus ukončen. Řešeńım problému pokryt́ı je na-
posledy nalezená celoč́ıselná L-tř́ıda.

5.7 Ke krok̊um algoritmu LCE

Na úvod je třeba připomenout, že algoritmus LCE pracuje s relaxaćı p̊uvodńıho CLP
problému. To znamená, že p̊uvodńı podmı́nka pro vektor x je oslabena podle následuj́ıćıho
vzorce:

min {cx : Ax ≥ e, x1...n ∈< 0, 1 >} (2)

Oslabeńı p̊uvodńı podmı́nky vede k přechodu od CLP problému k LP problému.

5.7.1 Lexikografické minimum relaxačńı množiny

x = lexmin(Ω) : Ax ≥ 1, xn ∈< 0, 1 >

Procházej́ı se jednotlivé sloupce od prvńıho k posledńımu (připomeňme, že jsou seřazeny
do posloupnosti s neklesaj́ıćı cenou). Sloupec je z pokryt́ı vyjmut, jestliže zbývaj́ıćı sloupce
stále tvoř́ı pokryt́ı. Lexikografické minimum je vždy celoč́ıselné [1].
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5.7.2 Krok 2 algoritmu LCE

V kroku 2 se řeš́ı následuj́ıćı problém:

x′ = lexmin
{

x ∈ Ω : (c,x) ≤ r − 1, x1 = x′′
1, ..., xϕ−1 = x′′

ϕ−1, xϕ = 1
}

(3)

Hledáńı lexikografického minima představuje sekvenci řešeńı LP problémů s postupným
zmrazováńım jednotlivých proměnných. Zde jsou symbolicky naznačeny prvńı tři LP pro-
blémy ze sekvence:

k1 = min x1

Ax ≥ 1
c1x1+c2x2+...+cnxn ≤ r−1

k2 = min x2

Ax ≥ 1
c1x1+c2x2+...+cnxn ≤ r−1
x1 = k1

k3 = min x3

Ax ≥ 1
c1x1+c2x2+...+cnxn ≤ r−1
x1 = k1

x2 = k2

Na vstupu máme vektor x a proměnné ϕ a p a záznam r. Vektor x můžeme rozdělit na
upevněnou část a volnou část, tak jako je to naznačeno v následuj́ıćım předpisu. Volná
část vektoru x je naznačena otazńıky. V upevněné části se mohou vyskytovat pouze celá
č́ısla, což lze snadno odvodit z kroku 3 algoritmu LCE.

x = (x1, x2, x3, ..., xϕ−1, 1, ?, ?, ?, .., ?)

Kontrola upevněné části. Nejprve zkontrolujeme upevněnou část - představuje sloupce,
o kterých jistě v́ıme, že budou či nebudou součást́ı pokryt́ı. Jestliže pro cenu c(f) =
(c1x1 + c2x2 + ... + cϕxϕ) plat́ı c(f) > r − 1, pak LP problém jistě nemá řešeńı a pokra-
čuje se heuristikou pro testováńı skupin L-tř́ıd popsanou v sekci 5.7.3.

Jestliže upevněné sloupce představuj́ı pokryt́ı (nerovnosti jsou již splněny), pak řešeńım
problému je vektor
x = (x1, x2, x3, ..., xϕ−1, 1, 0, 0, 0, .., 0), který je zřejmě celoč́ıselný a lexikograficky mini-
málńı. Byla tedy nalezena celoč́ıselná L-tř́ıda, která je zapamatována. Aktualizuje se zá-
znam: r = c(x). Krok 2 je ukončen a vrát́ı výsledek Nalezena celoč́ıselná L-tř́ıda.

Při prováděńı daľśıch operaćı se pracuje pouze s podproblémem, který vznikne odstraněńım
sloupc̊u upevněné části a řádk̊u pokrytých těmito sloupci.

Lagrangeovská heuristika. Pokus o nalezeńı celoč́ıselné L-tř́ıdy se provede aplikaćı
lagrangeovské heuristiky popsané v sekci 5.4.4 na podproblém.

Jestliže aplikaćı lagrangeovské heuristiky obdrž́ıme řešeńı x, pro jehož cenu plat́ı c(x) +
c(f) <= r − 1, pak se tato cena stane horńı meźı pro simplexovou metodu. Rovněž
obdrž́ıme dolńı mez LB ceny řešeńı, kterou porovnáme se záznamem. Simplexová metoda
se nespust́ı, je-li LB + c(f) > r−1. V tom př́ıpadě se pokračuje heuristikou pro testováńı
skupin L-tř́ıd.

Simplexová metoda. Daľśı pokus o nalezeńı L-tř́ıdy se provede řešeńım výše uvedené
sekvence LP problémů.

Nalezne-li simplexová metoda celoč́ıselné řešeńı x, je nalezena nová celoč́ıselná L-tř́ıda
a aktualizován záznam: r = c(f) + c(x). Krok 2 je ukončen a vrát́ı výsledek Nalezena
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celoč́ıselná L-tř́ıda. Neńı-li nalezené řešeńı celoč́ıselné, krok 2 je rovněž ukončen a vrát́ı
výsledek Nalezena zlomková L-tř́ıda.

Neńı-li nalezena žádná L-tř́ıda a je-li ϕ = 1, krok 2 vrát́ı výsledek Ukonči algoritmus.
Jinak se pokračuje heuristikou pro testováńı skupin L-tř́ıd.

5.7.3 Heuristika pro testováńı skupin L-tř́ıd

To, že neńı nalezeno řešeńı problému se stává poměrně často. Úspory výpočetńıho výkonu
se dosahuje heuristikou pro testováńı skupin L-tř́ıd. Řeš́ıme následuj́ıćı problém:

x′ = lexmin
{

x ∈ Ω : (c,x) ≤ r − 1, x1 = x′′
1, ..., xϕ−1 = x′′

ϕ−1, xϕ = 1
}

jo+no+1
∑

j=j0

xj ≥ 1

Pro proměnné j0 a n0 plat́ı: j0 = min{j < ϕ : xj = xj+1 = ... = xjo+no−1 = 0} a neexistuje
k takové, že k ∈< j + no, ϕ − 1 >

Na vstupu máme vektor x a proměnné j0,n0,ϕ. Jestliže hodnoty proměnných j0 a n0

odpov́ıdaj́ıćı uvedeným podmı́nkám nelze naj́ıt, krok 2 vrát́ı výsledek Nenalezena žádná
L-tř́ıda.

Vektor x lze rozdělit na tři části. Na upevněnou část(x1, ...xj0−1), část kde muśı být ale-
spoň jedna jednička (xj0 , ..., xj0+n0−1) (označeno tučnými nulami) a volnou část (označeno
otazńıky).

x = (x1, x2, x3, ..., xj0−1, 0, 0, ..., 0, 0, ?, ?, ..., ?)

Kontrola upevněné části. Nejprve zkontrolujeme upevněnou část - představuje sloupce,
o kterých jistě v́ıme, že budou či nebudou součást́ı pokryt́ı. Jestliže pro cenu upevněné
části c(f) = (c1x1 + c2x2 + ... + cj0−1xj0−1) plat́ı c(f) > r − 1, pak problém jistě nemá ře-
šeńı a krok 2 vrát́ı výsledek Nenalezena žádná L-Tř́ıda.

Jestliže upevněné sloupce představuj́ı pokryt́ı, pak řešeńım problému je vektor
x = (x1, x2, x3, ..., xj0−1, 0, 0, ..., 0, 1, 0, ..., 0), který je zřejmě celoč́ıselný. Byla tedy na-
lezena celoč́ıselná L-tř́ıda, která je zapamatována. Aktualizuje se záznam: r = c(x) +
cj0+n0−1. Krok 2 je ukončen a vrát́ı výsledek Nalezena celoč́ıselná L-tř́ıda.

Při prováděńı daľśıch operaćı se pracuje pouze s podproblémem, který vznikne odstraněńım
sloupc̊u upevněné části a řádk̊u pokrytých těmito sloupci.

Lagrangeovská heuristika. Pokus o nalezeńı celoč́ıselné L-tř́ıdy se provede aplikaćı
lagrangeovské heuristiky popsané v sekci 5.4.4 na podproblém.

Jestliže aplikaćı lagrangeovské heuristiky obdrž́ıme řešeńı x, pro jehož cenu plat́ı c(x) +
c(f) <= r − 1, pak se tato cena stane horńı meźı pro simplexovou metodu. Rovněž
obdrž́ıme dolńı mez LB ceny řešeńı, kterou porovnáme se záznamem. Simplexová metoda
se nespust́ı, je-li LB > r − 1.
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Simplexová metoda. Daľśı pokus o nalezeńı L-tř́ıdy se provede řešeńım výše uvedené
sekvence LP problémů.

Nalezne-li simplexová metoda celoč́ıselné řešeńı x, je nalezena nová celoč́ıselná L-tř́ıda
a aktualizován záznam: r = c(f) + c(x). Krok 2 je ukončen a vrát́ı výsledek Nalezena
celoč́ıselná L-tř́ıda. Neńı-li nalezené řešeńı celoč́ıselné, krok 2 je rovněž ukončen a vrát́ı
výsledek Nalezena zlomková L-tř́ıda.

Neńı-li nalezena žádná L-tř́ıda, krok 2 vrát́ı výsledek Nenalezena žádná L-tř́ıda.
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6 Alternativńı varianta hybridńıho algoritmu

Alternativńı varianta hybridńıho algoritmu se lǐśı od p̊uvodńı t́ım, že mı́sto genetického
algoritmu využ́ıvá algoritmus simulovaného ochlazováńı.

Použitý genetický algoritmus má v sobě zabudované použit́ı simplexové metody pro ře-
šeńı LP problému při operaci kř́ıžeńı. Simplexová metoda je obecně výpočetně náročná.
Vzhledem k tomu, že je nutné spolehlivě ověřit, že nalezené řešeńı je celoč́ıselné, muśı se
provádět alespoň část krok̊u simplexové metody v oboru přesně reprezentovaných racio-
nálńıch č́ısel, která s sebou nesou daľśı nároky na výpočetńı výkon a pamět’ový prostor.

Simulované ochlazováńı je založeno na principech podobných genetickému algoritmu (lo-
kálńı heuristika s možnost́ı překonávat lokálńı minima) a skládá se z velkého počtu opa-
kováńı poměrně jednoduchých krok̊u (na rozd́ıl od genetického algoritmu).

Alternativńı varianta hybridńıho algoritmu si klade za ćıl dosáhnout stejných nebo podob-
ných výsledk̊u jako p̊uvodńı varianta prováděńım větš́ıho množstv́ı jednodušš́ıch operaćı.

Algoritmy simulovaného ochlazováńı použ́ıvaj́ı pro překonáńı lokálńıch minim stejně jako
genetické algoritmy náhodné změny. Základńımu algoritmu simulovaného ochlazováńı
chyb́ı analogie ke kř́ıžeńı, proto byl pro alternativńı variantu hybridńıho algoritmu vy-
brán algoritmus simulovaného ochlazováńı doplněný o určitou analogii kř́ıžeńı - morfing.
Tento algoritmus je popsán v [9].

6.1 Principy simulovaného ochlazováńı

6.1.1 Fyzikálńı pohled na ochlazováńı

Proces simulovaného ochlazováńı lze ilustrovat na př́ıkladu kovu, který je zahřátý na
vysokou teplotu a po zahřát́ı je volně ponechán k pomalému vychladnut́ı.

V pr̊uběhu ochlazováńı se stav kovu měńı. Je možné v něm pozorovat domény, jejichž atri-
butem je energie atomů potřebná k vstupu do domény. Chladne-li kov pomalu, potřebná
energie se v doménách př́ılǐs nelǐśı a atomy mohou volně procházet mezi doménami a za-
uj́ımat pozice s ńızkou energíı. Chladne-li kov rychle, může se stát, že potřebná energie
se v jednotlivých doménách bude lǐsit natolik, že rozd́ıl povede k vytvořeńı pro atomy ne-
překonatelné hranice.

Nepřekonatelné hranice se pak mohou stát zlomovými čarami, podél kterých může kov
praskat, pokud je ohýbán. Z tohoto d̊uvodu (praskáńı je obvykle nežádoućı) se kov ochla-
zuje pomalu, tak aby se atomy mohly přemı́st’ovat. Po celém kovu je pak rozložeńı mini-
málńı energie stejné. Celá masa kovu je pak tvořena jedinou pravidelně uspořádanou do-
ménou.

Představme si atom, který má možnost ze stavu charakterizovaného energíı E1 přej́ıt do
jiného stavu charakterizovaném energíı E2. Pak pravděpodobnost přechodu do stavu E2
je dána vzorcem:

p(→ E2) = min{1, e−
E2−E1

kT }

T je teplota, k je daná konstanta. Nab́ıźı se např́ıklad Bolzmannova konstanta. Ze vzorce
lze vyč́ıst, že pravděpodobnost přechodu do stavu s nižš́ı energíı je velká. Pravděpodobnost
přechodu do stavu s vyšš́ı energíı je však nenulová. S klesaj́ıćı teplotou se pravděpodobnost
přechodu do stavu s vyšš́ı energíı zmenšuje.
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6.1.2 Pohled z hlediska kombinatorických optimalizačńıch problémů

Fyzikálńı pohled KOP

Stav systému Řešeńı
Změna stavu Přechod k sousedńımu řešeńı
Energie systému Optimalizačńı kritérium
Kinetická energie částic Ochota přej́ıt od lepš́ıho řešeńı k horš́ımu
Teplota Parametr pro ř́ızeńı algoritmu

6.1.3 Algoritmus simulovaného ochlazováńı

Simulované ochlazováńı (SA) je lokálńı heuristika, která simuluje proces ochlazováńı po-
moćı prostředk̊u výpočetńı techniky. Než může být tento proces simulován, je třeba roz-
hodnout následuj́ıćı otázky:

1. Jak budou kódovány jednotlivé stavy?

2. Jak je definováno optimalizačńı kritérium?

3. Jaký bude mechanismus náhodných změn systému?

4. Jak bude definován ř́ıd́ıćı parametr T analogický k teplotě?

5. Jaký bude plán ochlazováńı, tedy jak se bude snižovat ř́ıd́ıćı parametrT ?

6.2 Algoritmus simulovaného ochlazováńı pro problém pokryt́ı

(SASCP)

6.2.1 Kódováńı stav̊u a optimalizačńı kritérium

Algoritmus SASCP kóduje jednotlivé stavy jako vektory jedniček a nul (binárńı vektory).
Optimalizačńım kritériem je cena pokryt́ı.

6.2.2 Celkové schéma algoritmu SASCP

Necht’ xb je nejlepš́ı dosud nalezené řešeńı a (c,xb) jeho cena. Necht’ x je řešeńı a (c,x)
jeho cena.

Krok 0 Źıskej počátečńı řešeńı problému pokryt́ı x. a dolńı mez LB
Proved’ počátečńı nastaveńı: xb = x, (c,xb) = (c,x)

Krok 1 Vyhledej souseda x′ řešeńı x pomoćı procedury SEARCH
δ = (c,x′), ω = rand < 0, 1)

Krok 2 Rozhodni o přijet́ı souseda
Jestliže δ ≤ 0 nebo ω < e−

δ
T , nastav x = x′ a jestliže (c,x) < (c,xb), nastav

(c,xb) = (c,x) a (xb = x)
Je-li splněna nerovnost ZMAX ≥ (c,xb), algoritmus je ukončen

Krok 3 Nebylo-li dosaženo daného počtu iteraćı, pokračuj krokem 1

Krok 4 Sniž teplotu. T = T · constant
Byla-li dosažena koncová teplota, algoritmus je ukončen
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6.2.3 Procedura SEARCH (hledáńı sousedńıho stavu)

Krok 1 Odstraň sloupec z řešeńı pomoćı procedury DEFLECT

Krok 2 Proved’ morfing pomoćı procedury MORPH

Krok 3 Vytvoř řešeńı problému pokryt́ı pomoćı procedury CONSTRUCT

Krok 4 Odstraň nadbytečné sloupce z řešeńı pomoćı procedury REDUND

6.2.4 Procedura DEFLECT

Procedura DEFLECT simuluje náhodné změny v systému t́ım, že odstraňuje sloupce z
řešeńı. Počet voláńı procedury DEFLECT se zaznamenává. Je-li počet voláńı dělitelný
třemi, z řešeńı se odstrańı sloupec, který poskytuje nejméně unikátńıch pokryt́ı řádk̊u.
Neńı-li počet voláńı dělitelný třemi, z řešeńı je odstraněn náhodně vybraný sloupec. Vý-
sledkem procedury DEFLECT je částečné řešeńı problému pokryt́ı.

6.2.5 Procedura CONSTRUCT

Vzhledem k tomu, že procedura DEFLECT poskytuje částečné řešeńı problému pokryt́ı,
je třeba k tomuto řešeńı přidat vhodně vybrané sloupce.

K doplněńı se využ́ıvaj́ı dva hladové algoritmy popsané v sekćıch 4.3 a 4.4. Po přidáńı
každého čtvrtého sloupce do pokryt́ı je na částečné řešeńı aplikována procedura MORPH.
Hladové algoritmy se stř́ıdaj́ı.

6.2.6 Procedura REDUND

Procedura slouž́ı k odstraněńı nadbytečných sloupc̊u z řešeńı vytvořeného procedurou
CONSTRUCT. Jednotlivé sloupce se prob́ıraj́ı od nejdražš́ıho k nejlevněǰśımu a testuje
se zda je možné odstranit je z řešeńı.

6.2.7 Procedura MORPH

Procedura MORPH slouž́ı k prováděńı morfováńı. Morfováńı, podobně jako kř́ıžeńı v
genetických algoritmech, představuje prostředek, který má zajistit pokud možno rychlou
konvergenci k optimálńımu řešeńı.

Tak jako se kř́ıžeńı v genetických algoritmech snaž́ı přenést nejlepš́ı vlastnosti rodič̊u k
jejich potomk̊um, morfováńı si klade za ćıl provádět to samé v algoritmu simulovaného
ochlazováńı [9].

Pro každý sloupec, který se stal součást́ı řešeńı, je vytvořen seznam omezeného počtu
“podobných sloupc̊u”, tzv. morf̊u.
Podobnost dvou sloupc̊u p a q je definována vzorcem:

m(p, q) =
V T

p Vq

V 1Vq

V 1 je řádkový vektor jedniček, Vp je sloupcový vektor matice problému pokryt́ı (a1p, a2p, ..., amp)
a Vq je sloupcový vektor (a1q, a2q, ..., amq) matice problému pokryt́ı.
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Do seznamu morf̊u jsou přidány pouze morfy, pro něž plat́ı nerovnost m(a, b) ≥ 0, 6.
Každý sloupec může mı́t v seznamu až 30 morf̊u.

Vlastńı morfováńı prob́ıhá následovně:

Krok 1 Vyber sloupec, který je součást́ı řešeńı

Krok 2 Pro všechny morfy (existuj́ı-li) vybraného sloupce vypoč́ıtej poměr:

cena částečného řešenı́

počet pokrytých řádků

Krok 3 Vyber morf s nejvyšš́ım poměrem (existuje-li) a nahrad’ j́ım vybraný sloupec.
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7 Implementace

Hybridńı algoritmus pro problém pokryt́ı je implementován ve formě knihovny napsané
v ANSI dialektu jazyka C s využit́ım techniky modulárńıho programováńı. Jazyk C byl
zvolen zejména kv̊uli rychlosti prováděńı přeloženého programu.

Vzhledem k tomu, že překladače jazyka C jsou dostupné již od druhé poloviny sedmdesá-
tých let 20. stolet́ı a jsou dodnes velmi často použ́ıvány, tv̊urci překladač̊u měli dostatek
času na vylepšováńı efektivity generovaného strojového kódu. Nezanedbatelnou výhodou
je také množstv́ı platforem, pro které je překladač ANSI dialektu jazyka C k dispozici.

7.1 Moduly

Hlavńı moduly

Vlastńı knihovna se skládá z dále stručně popsaných modul̊u:

Modul hybridńıho algoritmu. Modul poskytuj́ıćı rozhrańı pro aplikace využ́ıvaj́ıćı
knihovnu. Umožňuje předat vstupńı problém, nastavit parametry algoritmu a předat zpět
výsledné řešeńı.

Modul hladových algoritmů. Implementace dvou druh̊u hladových algoritmů pro
problém pokryt́ı. Prvńı algoritmus je hladový algoritmus pro problém pokryt́ı dle Chvátala,
druhý je algoritmus podle Balase a Hoa - viz sekce 4.3 a 4.4. Modul je schopen spolupráce
s modulem simulovaného ochlazováńı při morfováńı.

Modul lagrangeovské heuristiky. Implementace pěti variant Lagrangeovské heuris-
tiky pro problém pokryt́ı.

Modul genetického algoritmu. Implementace nebinárńıho genetického algoritmu s
nastavitelnými parametry. Modul spolupracuje s modulem hladových algoritmů a také
s modulem pro spolupráci s exterńı implementaćı simplexové metody.

Modul simulovaného ochlazováńı. Implementace simulovaného ochlazováńı s mor-
fováńım. Modul spolupracuje s modulem hladových algoritmů.

Modul pro spolupráci s exterńı implementaćı simplexové metody. Modul za-
jǐst’uje spolupráci s knihovnou GLPK, která je určena pro řešeńı problémů lineárńıho pro-
gramováńı simplexovou metodou.

Modul výčtu L-tř́ıd. Implementace algoritmu “Výčet L-tř́ıd”, modul spolupracuje s
modulem lagrangeovské heuristiky a s modulem pro spolupráci s exterńı implementaćı
simplexové metody.

Modul pohledu na problém pokryt́ı. Implementace pohledu na problém pokryt́ı.
Nad pohledy na problém pokryt́ı je definováno množstv́ı operaćı.
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Pomocné moduly

Pomocné moduly jsou široce využ́ıvány v r̊uzných částech knihovny, jejich význam je
zřejmý z jejich názv̊u.

• Modul pro reprezentaci problému pokryt́ı

• Pomocný modul pro řazeńı metodou QuickSort

• Pomocný modul pro nač́ıtáńı problémů pokryt́ı z textových soubor̊u

• Modul poskytuj́ıćı implementaci spojového seznamu celých č́ısel

7.2 Datové struktury

V knihovně jsou většinou použ́ıvány velmi jednoduché datové struktury.

Problém pokryt́ı

K reprezentaci problému pokryt́ı se použ́ıvá dvourozměrné pole, k reprezentaci vektoru
cen pole jednorozměrné.

Vzhledem k tomu, že matice problému pokryt́ı může obsahovat velké množstv́ı prvk̊u,
je nepřijatelné, aby bylo při běhu programu vytvářeno mnoho jej́ıch kopíı. Dále je ne-
přijatelné, aby se prováděly přesuny sloupc̊u nebo řádk̊u (např́ıklad při řazeńı metodou
QuickSort). Z tohoto d̊uvody jsou zavedeny r̊uzné pohledy na problém pokryt́ı.

Masky

V modulech se často použ́ıvá jednoduchá datová struktura - binárńı vektor či maska, která
je vstupem nebo výstupem r̊uzných operaćı.

Pohledy na problém pokryt́ı

Hlavńım ćılem pohled̊u na problém pokryt́ı je šetřeńı pamět’ového prostoru. Pohledy ob-
sahuj́ı odkaz na reprezentaci problému pokryt́ı a zejména mapovaćı pole, která mapuj́ı
souřadnice řádk̊u a sloupc̊u matice pohledu na souřadnice řádk̊u a sloupc̊u matice pro-
blému pokryt́ı. Nav́ıc jsou uchovávána pole pro mapováńı na rodičovský pohled. Lze tedy
vytvořit určitou hierarchii spolupracuj́ıćıch pohled̊u.

Při řazeńı a odstraňováńı sloupc̊u či řádk̊u jsou měněna pouze mapovaćı pole; přesunuje se
tedy relativně malé množstv́ı dat. Tak se ušetř́ı pamět’ový prostor, ale i výpočetńı výkon.
Pohled je datová struktura o velikosti:

V = 2m ∗ sizeof(int) + 2n ∗ sizeof(int) + 2 ∗ sizeof(int) + PTR

kde m je počet řádk̊u, n počet sloupc̊u matice problému pokryt́ı a PTR velikost datového
typu ukazatel.

Nad pohledy pokryt́ı je možné provádět množstv́ı operaćı, jako např́ıklad odstraněńı do-
minanćı, tvorba podpohled̊u definovaných maskami sloupc̊u či řádk̊u, odstraněńı nezbyt-
ných sloupc̊u s vráceńım jejich seznamu, detekce zda je nějaká maska řešeńım problému
pokryt́ı, klonováńı pohled̊u.
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7.3 Simplexová metoda

Pro řešeńı LP problémů v kroku 2 algoritmu LCE se použ́ıvá simplexová metoda imple-
mentovaná v knihovně GLPK. Původńı rozhodnut́ı pro vlastńı implementaci bylo zavr-
ženo, protože tvorba kvalitńı implementace simplexové metody s sebou přináš́ı množstv́ı
úskaĺı - hlavńımi problémy jsou numerická stabilita a zejména degenerace - viz [10].

Vzhledem k tomu, že v algoritmu LCE je naprosto kĺıčové rozpoznáváńı celoč́ıselných a
neceloč́ıselných řešeńı, je vyloučeno spoléhat se na nepřesně reprezentovaná reálná č́ısla
odpov́ıdaj́ıćı datovým typ̊um float a double jazyka C.

Na druhou stranu práce s přesnými racionálńımi č́ısly je výpočetně a pamět’ově náročná,
protože po každé aritmetické operaci definované nad těmito č́ısly se muśı provádět jejich
normalizace (např́ıklad euklidovský algoritmus pro hledáńı společného jmenovatele). Při
užit́ı simplexové metody se provád́ı mnoho operaćı děleńı, z čehož plyne, že jmenovatelé
racionálńıch č́ısel mohou značně nar̊ustat.

Z popsaných d̊uvod̊u je použit kombinovaný postup. Nejprve se nalezne optimálńı báze
řešeńı pomoćı operaćı v prostoru nepřesných reálných č́ısel a dále se pak pokračuje ope-
racemi v prostoru přesných racionálńıch č́ısel. Takový postup je př́ımo doporučen v do-
kumentaci knihovny GLPK.

Modul pro spolupráci s exterńı implementaćı simplexové metody lze snadno upravit tak,
aby využ́ıval i jiné exterńı implementace, např́ıklad knihovnu lp solve.

7.4 Kontrolńı mechanismy

V př́ıpadě potřeby lze knihovnu přeložit se začleněńım mechanismu vynucených podmı́nek
(assertions). Při laděńı knihovny byla intenzivně použ́ıvána sada nástroj̊u VALGRIND.
Knihovna je prosta pamět’ových únik̊u a chyb vyplývaj́ıćıch ze značné volnosti př́ıstupu
k paměti v jazyce C.

7.5 Začleněńı do programu BOOM

Při začleňováńı knihovny do program BOOM byl kladen d̊uraz na to, aby nebylo nutné
měnit kód knihovny samotné. Z tohoto d̊uvodu byla podle pokyn̊u vedoućıho práce do
programu BOOM přidána přizp̊usobovaćı tř́ıda HybridCover s přesně definovaným roz-
hrańım, která má dva úkoly - zajistit voláńı funkćı poskytovaných knihovnou a konverto-
vat reprezentace problému pokryt́ı a jeho řešeńı.

Vzhledem k tomu, že program BOOM použ́ıvá odlǐsnou reprezentaci problému pokryt́ı
(spojové seznamy proti matici), byl přidán krátký kód prováděj́ıćı převod jedné reprezen-
tace do druhé. Totéž plat́ı i pro reprezentaci řešeńı problému pokryt́ı, které muśı být pře-
vedeno z formy masky do formy spojového seznamu index̊u sloupc̊u.
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8 Výpočetńı experimenty



9 Závěr

Hybridńı algoritmus pro problém pokryt́ı byl podrobně popsán pro potřeby implementace
a společně s jeho alternativńı variantou implementován ve formě knihovny psané v ANSI
dialektu jazyka C a s pomoćı jednoduché adaptačńı tř́ıdy začleněn do programu BOOM.
Srovnáńım výsledků s algoritmem AURA bylo ověřeno, že hybridńı algoritmus pracuje
korektně a jeho výsledkem je optimálńı řešeńı problému pokryt́ı. Algoritmus je schopen
řešit problémy pokryt́ı i s nejednotkovými cenami sloupc̊u. Ve srovnáńı s algoritmem
AURA je hybridńı algoritmus velmi pomalý.

Základńı výpočetńı experimenty ukázaly nepř́ıjemnou skutečnost. Lagrangeovská heuris-
tika určená pro urychlováńı výčtu L-tř́ıd neplńı dobře svoji funkci, protože jen výjimečně
zabráńı spuštěńı simplexové metody, nebo sńıž́ı hodnotu záznamu - viz 5.6. Z tohoto d̊u-
vodu byla Lagrangeovská heuristika z výčtu L-tř́ıd při daľśıch experimentech vyřazena.

Z provedených výpočetńıch experiment̊u vyplývá, že je třeba nejprve naj́ıt výkonnostńı
rezervy v mé implementaci hybridńıho algoritmu - zjǐstěné chováńı Lagrangeovské určené
pro urychlováńı výčtu L-tř́ıd heuristiky naznačuje, že by takové rezervy mohly existovat.
Teprve v př́ıpadě, že by tyto rezervy byly nedostatečné, hybridńı algoritmus pro problém
pokryt́ı nepoč́ıtat k dnes moderńım metodám jeho řešeńı.
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A Př́ıklad použit́ı knihovny hybridscp

Použit́ı knihovny hybridscp v programech je př́ımočaré, spoč́ıvá v provedeńı následuj́ıćıch
krok̊u:

1. Ke zdrojovým text̊um je třeba připojit hlavičkový soubor hybrid.h

2. Vytvoř́ı se instance problému pokryt́ı a naplńı se daty

3. Vytvoř́ı se instance hybridńıho algoritmu, předat se j́ı problém pokryt́ı, a spust́ı
výpočet

4. Po dokončeńı výpočtu se vyzvedne řešeńı ve formě masky

#include <hybrid.h>

#define REMOVE DOMINANCES 1

int main(int argc,char* argv) {

SCProblem* problem=NULL;

Hybrid* hybrid=NULL;

unsigned char* solution;

int result=0;

problem=scproblem_new(20,10);

scproblem_set(problem,2,4,1);

...

scproblem_set_cost(problem,1,2);

...

hybrid=hybrid_new(problem);

hybrid_set_parameters(hybrid,...);

hybrid_set_sa_parameters(hybrid,...);

...

result=hybrid_solve(hybrid,REMOVE_DOMINANCES);

switch (result)

case HYBRID_OK : {

solution=hybrid_get_solution(hybrid);

break;

}

case HYBRID_NOTSOLVABLE: {

printf("Problem not solvable");

}

case HYBRID_IMPLICIT: {

printf("Not necessary to solve");

}

}

return (EXIT_SUCCESS)

}
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