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Anotace  
Cílem této bakalá

�
ské práce je naprogramovat metody zabývající se 

�
ešením minimálního 

pokrytí. Problém pokrytí se objevuje v mnoha oblastech po
�
íta

�
ového výzkumu, syntéze 

logických obvod�   a analýze spolehlivosti. � ešení problému pokrytí je obecn�  velmi 
zdlouhavá a nákladná záležitost, založená na prohledávání celého vyhledávacího prostoru. 
Cílem je tedy naprogramovat nové metody, které pro zadanou matici naleznou její minimální 
pokrytí, d� raz je kladen na rychlost. K tomuto ú

�
elu mi byly poskytnuty na prostudování 

materiály uvedené v seznamu literatury. Nakonec jsem zde uvedl výsledky porovnání 
�
asu 

b� hu t� chto algoritm�  oproti standardním metodám. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Abstract 
The aim of this work is to program methods solving the covering problem. Covering problem 
occurs in several fields of computer science, logic synthesis and reliability analysis. Solving 
the covering problem may be sometimes rather time-consuming, when based on exploring 
whole state space. The aim is to program new methods solving the covering problem with 
accent to solving speed. I have been given materials mentioned in the References. Finally, I 
mentioned experimental results and compared with the results of standard methods. 
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1. Úvod 
 
 Problém pokrytí má použití v mnoha oblastech po

�
íta

�
ového výzkumu, syntéze 

logických obvod� ,  dvouúrov� ové minimalizaci logických obvod� , analýze spolehlivosti a 
p

�
esného kódování. 

  
Problém pokrytí je obecn�  velmi zdlouhavá a 

�
asov�  náro

�
ná záležitost, pro jeho �

ešení byly navrženy algoritmy s r� znou složitostí a kvalitou 
�
ešení.  

 
� ešení problému pokrytí m� že být dosaženo pomocí rekurzivního algoritmu, který 

zkouší smysluplné kombinace prvk�  
�
ešení, dokud není nalezeno minimální pokrytí. � ešení 

tímto zp� sobem je velmi 
�
asov�  náro

�
né. Redukce výpo

�
etního 

�
asu m� že být dosaženo 

nap
�
íklad zamezením prohledávání prostoru v místech, kde se 

�
ešení nenachází. V [1],[2],[6] 

jsou navrženy úpravy pro o
�
ezání stavového prostoru pro urychlení výpo

�
tu.  

 
P

�
i hledání minimálního 

�
ešení máme však ješt�  jiné možnosti, nap

�
. použití heuristiky 

popsané v [1],[6], která vyhledá n� jaké 
�
ešení pokrytí  v rozumném 

�
ase, avšak za cenu 

horšího 
�
ešení. Pro problémy pokrytí o velkém po

�
tu prvk�  je to obvykle jediné 

�
ešení 

z d� vodu 
�
asové náro

�
nosti. 

 
V této práci jsou uvedeny techniky vylepšení rekurzivního algoritmu, které 

významným zp� sobem urychlí výpo
�
et. První úprava popsaná v [1] se zabývá o

�
ezáváním 

stavového prostoru, kde 
�
ešení p

�
esahuje již nalezené 

�
ešení. Ostatní techniky, popsané v 

[2],[6], se zabývají výpo
�
tem spodní hranice 

�
ešení, která poslouží k o

�
ezání prostoru o 

místa,kde se 
�
ešení nenachází. 

 Dále je zde v kapitole 3 uveden popis algoritm�  implementovaných pro 
�
ešení 

problému pokrytí, které byly testovány na uvedených maticích. Výsledky test�  jsou uvedeny 
v kapitole 5. 
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2. Problém pokrytí 
 
Definice 2.1: Nech�  X={x1,x2,…,xN}  je množina � ádk�  a Y ={y1,y2,…,yM} je množina sloupc�  
v matici A o rozm� rech MxN ,  cena  je funkce definovaná na Y | cena(y) → R,  která každému 
y ∈ Y p� i � adí kladné reálné � íslo. Prvek yj∈ Y pokrývá prvek xi∈X pokud A[i,j]=1,jinak 
A[i.j]=0. Problém pokrytí <X,Y,cena> spo� ívá v nalezení podmnožiny S množiny Y 
s nejmenší cenou, takové, že pro každý prvek x množiny X existuje prvek y množiny Y tak, že x 
R y. 

 
Nech�  je dána matice A , všechny položky jsou 1 nebo 0. � ešení problému pokrytí 

spo
�
ívá v nalezení minimální podmnožiny sloupc�  matice A tak, že každý 

�
ádek matice A je 

pokrytý alespo�  jedním sloupcem podmnožiny. � ádek i je pokrytý sloupcem j pokud Aij = 1. 
Sloupce jsou ohodnoceny kladným reálným 

�
íslem, zvaném cena sloupce. Hledání 

�
ešení 

spo
�
ívá ve výb� ru sloupc�  do 

�
ešení, dokud nejsou pokryty všechny 

�
ádky. Cena 

�
ešení je 

tvo
�
ena sou

�
tem cen sloupc�  vybraných do 

�
ešení. Pokrytí matice m� že být nalezeno bu�  

p
�
esn� , s použitím rekurzivního algoritmu, nebo použitím heuristiky. P

�
esné 

�
ešení problému 

pokrytí je ve v� tšin�  p
�
ípad�  velmi 

�
asov�  náro

�
né, v n� kterých p

�
ípadech je použití 

heuristiky jedinou možností.  
 
2.1 Dominance 
 

P
�
i 

�
ešení problému pokrytí m� žeme zjistit, že 

�
ádek x1  obsahuje jedni

�
ky všude, kde 

je obsahuje 
�
ádek x2 a ješt�  na dalších místech. P

�
i pokrývání to znamená, že pokud vybereme 

do 
�
ešení jakýkoliv sloupec pokrývající x2, ur

�
it �  pokryjeme i 

�
ádek x1. � ádek x1 m� že tedy 

být z matice odstran� n. � íkáme, že x2 dominuje x1. V následujícím odstavci si popíšeme, jak 
se odstra� ují tyto dominance. 
 
 
2.1.1 Dominance � ádk�  
 
Definice 2.1.1 Nech�  <X,Y,cena> je problém pokrytí. 	 ádek x’ množiny X všech 
 ádk�  
dominuje x práv�  tehdy, když všechny prvky množiny sloupc�  Y které pokrývají x’ pokrývají 
také x . 

Jinými slovy,pokud n jaký � ádek x’ obsahuje ve sloupci jedni� ku stejn  tak jako � ádek 
x (x m� že obsahovat jedni� ky i na jiných místech), tak x’ dominuje x , vždycky,když je 
pokryto x’, bude pokryto i x. � ádek x tedy m� že být vyškrtnut z matice. Funkce  
R_Dominance (struct CoveringMatrix * ) vždy vezme jeden � ádek x’ z matice a porovná ho 
s ostatními. Pokud nalezne � ádek x obsahující jedni� ky všude, kde je obsahuje x’, vyškrtne 
p� epojením spojového seznamu � ádk�  tento � ádek z matice. Jelikož se porovnává každý � ádek 
s každým, opera� ní složitost algoritmu v nejhorším p� ípad  je O ( n2 ), kde n je po� et � ádk�  
matice. Na obrázku 2.1.1 je znázorn na redukce matice p� ed a po odstran ní dominance 
� ádk� . 
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Obrázek 2.1.1  – Odstran� ní dominancí na  množin�  

�
ádk�  

 
2.1.2 Dominance sloupc�  
 
Definice 2.1.2 Nech�  <X,Y,cena> je problém pokrytí. Sloupec y’ množiny všech sloupc�  Y  
dominuje sloupci y práv�  tehdy, když  všechny prvky množiny � ádk�  X pokryté y jsou také 
pokryté y’ . 

To znamená, že pokud n� jaký sloupec y’ obsahuje jedni	 ky všude, kde je obsahuje 
sloupec y ( y’ m
 že obsahovat jedni	 ky i na více místech ), tak y’ dominuje y. Funkce 
S_Dominance ( CoveringMatrix *  ) vezme sloupec y’ z matice a porovná ho s ostatními 
sloupci. Pokud sloupec y obsahuje nuly všude,kde je obsahuje y’, a je spln� na podmínka 
cena(y’) < cena(y), y bude vyjmut z matice. Pokud podmínka spln� na není, mohli bychom 
ztratit minimální � ešení. Op� t se porovnává každý s každým, takže opera	 ní složitost 
v nejhorším p� ípad� , kdy se nevyškrtne žádný sloupec, je O ( n2 ), kde n je po	 et sloupc
  
matice. Na obrázku 2.1.2 je znázorn� na redukce matice p� ed a po odstran� ní dominance 
sloupc
 . 
 

 
Obrázek 2.1.2 – Odstran� ní dominancí na množin�  sloupc  

 
 
2.1.3 Nezbytné sloupce 
 
Sloupec y množiny sloupc
  Y je nezbytný, pokud je jediný, který pokrývá � ádek x množiny 
� ádk
  X. Pokud Y je množina p� ímých implikant
 , znamená to nesporný p� ímý implikant. 
Tyto sloupce vždycky musí pat� it do � ešení, m
 žeme je proto z matice vy� adit, a minimální 
� ešení p
 vodního problému získáme p� idáním t� chto sloupc
  do minimálního � ešení 



 - 8 - 

redukovaného problému. P� i � ešení dominancí, pokud narazíme na � ádek obsahující pouze 
jednu jedni	 ku,p� idáme sloupec který ji obsahuje do � ešení. Na obrázku 2.1.3 je znázorn� na 
redukce matice p� ed a po odstran� ní dominance � ádk
 , s výb� rem nezbytných sloupc
 . 
Sloupec y5 byl vybrán do � ešení, protože � ádek x6 byl pokrytý pouze tímto sloupcem. 
 

 
Obrázek 2.1.3 – Odstran� ní dominancí na  množin�  

�
ádk  s výb� rem nezbytných sloupc  

 
 P� i � ešení dominancí sloupc
  m
 žou však v matici vzniknout nové dominance � ádk
  a 
naopak. Musíme tedy zajistit opakované volání funkcí � ešící dominance, dokud se v matici 
n� jaké budou vyskytovat. P� i nalezení nezbytných sloupc
  musíme tyto zahrnout také do 
� ešení. Funkce SolveDominance ( CoveringMatrix *, Reseni *  ) volá funkce popsané výše tak 
dlouho,dokud je matice m� n� na � ešením dominancí. Druhý parametr má strukturu ukazující 
na spojový seznam množiny nezbytných sloupc
 , které byly funkcí vybrány do � ešení. 
 
 

3 ešení problému pokrytí 
 

Poté co matici zredukujeme pomocí procedur popsaných výše (dominance), zbude 
matice, kterou tyto procesy už více nezm� ní. Tato matice je nazývána cyklické jádro 
<X,Y,cena>. Pokud je prázdné, množina všech nezbytných prvk�  byla nalezena b� hem 
proces�  popsaných výše. 

Pokud není prázdné, minimalizace m� že být zakon� ena pomocí rekurzivního 
algoritmu. Princip algoritmu spo� ívá ve výb� ru prvku y množiny Y a generování dvou 
podproblém� , jeden spo� ívá ve výb� ru prvku y do minimálního � ešení, druhý ve vyškrtnutí y 
z minimálního � ešení. Tento algoritmus se rekurzivn�  aplikuje na cyklická jádra vzniklých 
podproblém� , minimální � ešení problému je minimum z obou � ešení podproblém� . Jak již 
bylo � e� eno, tento algoritmus je velice � asov�  náro� ný, s opera� ní složitostí O ( 2n ), kde n je  
po� et sloupc�  matice. 

 V algoritmu m� žeme provést n� kolik úprav, popsané v [1], které nám urychlí 
výpo� et. P� i nalezení minimálního pokrytí Nejlepší m� žeme o� ezat p� i prohledávání všechny 
v� tve, kde cena cesty do uzlu je vetší nebo rovna cen�  již nalezeného pokrytí Nejlepší. Tím se 
urychlí výpo� et, protože se nebude procházet prostor, kde se � ešení ur� it �  nenachází. Cena 
minimálního nalezeného � ešení se nazývá horní hranice � ešeni (upper bound). 
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3.1 Metoda v� tví a hranic 
 
Tato úprava rekurzivního algoritmu spo� ívá ve výše uvedeném o� ezávání vyhledávacího 
prostoru o místa, kde cena � áste� ného pokrytí p� evyšuje cenu nejlepšího nalezeného pokrytí. 
 

Vyhledávací prostor je reprezentován binárním vyhledávacím stromem, kde ko� en 
p� edstavuje vstupní problém, hrany znamenají volání rekurze, každá je ohodnocena 0 nebo 1, 
podle toho, zda sloupec uvažovaný v rodi� ovském uzlu je do � ešení p� idán � i ne.Vnit� ní uzel 
reprezentuje � áste� né � ešení problému s cenou rovnou sou� tu cen sloupc�  na cest�  z ko� ene 
do tohoto uzlu, listu je dosaženo pokud je nalezeno pokrytí. 

 
Algoritmus se rekurzivn�  aplikuje na cyklická jádra vzniklých podproblém� , 

minimální � ešení problému je minimum z obou � ešení podproblém� . Procedura 
Branch_And_Bound ( CoveringMatrix * ) , jejíž parametrem je ukazatel na strukturu, vybere 
tento sloupec y1 do � ešení a vyškrtne tento sloupec spole� n�  s � ádky, které pokrývá, z matice. 
Jelikož odebráním sloupce z matice mohou vzniknout dominantní � ádky, op� t se rekurzivn�  
zavolají funkce � ešící dominance a pokra� uje se ve v� tvení. Pokud je matice prázdná, je 
nalezeno nové � ešení, cena tohoto � ešení je rovna sou� tu cen všech sloupc�  tvo� ících � ešení. 
Toto � ešení je ozna� eno Best s cenou cena(Best), jako zatím nejlepší nalezené � ešení.  

 
Algoritmus pokra� uje rekurzivn�  vyškrtnutím sloupce y1 z matice a pokra� uje ve 

v� tvení. V p� ípad�  výb� ru sloupce yn se pokra� uje ve v� tvení v p� ípad� , že cena (cesta (yn))+ 
cena (yn) < cena (Best). V p� ípad�  vyškrtnutí sloupce se testuje, zda podmínka cena (cesta 
(yn))  < cena (Best) je spln� na ( cena m� že p� esáhnout cenu (Best) díky výb� ru nezbytných 
sloupc�  p� i � ešení dominancí). Pokud není podmínka spln� na, je v� tev o� íznuta, protože v této 
� ásti vyhledávacího prostoru se � ešení s menší cenou, než je cena(Best) ur� it �  nenachází.  
 

Algoritmus má jako druhý parametr  strukturu ukazující na spojový seznam množiny 
sloupc� , které byly p� i v � tvení vybrány do � ešení. Z obou volání algoritmu se vybere to, které 
má nižší cenu. Princip funkce Branch_And_Bound ( CoveringMatrix * , � ešení * ) je popsán 
diagramem 4.1. 

 
 

 Funkce Branch_And_Bound ( CoveringMatrix * CM, � ešení *Sol ) 
 
 Vstup: Pokrývací matice 
 Výstup: Množina sloupc�  tvo� ící � ešení, nebo ∅ pokud � ešení nebylo nalezeno 
 

1. Vy � eš_Dominance (CM , Sol); 
2. if (CM) == ∅ { 

if  cena ( Sol ) < cena ( Best ) return newBest; 
else return ∅ 

  } 
  else { 

Vyber do � ešení sloupec j; 
if cena ( cesta (j)) + cena (j) < cena ( Best ) 
 Branch_and_Bound ( CM, Sol1 ); 
Vškrtni sloupec j z � ešení; 
if cena ( cesta (j)) < cena ( Best ) 

Branch_and_Bound ( CM, Sol2 ); 
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   return min (Sol1,Sol2); 
  } 
 

Diagram 4.1. Algoritmus Branch and Bound 
 
 
 
Tato úprava rekurzivního algoritmu urychlí výpo� et, avšak pro v� tší matice je výpo� etní doba 
stále neúnosn�  velká. V tomto textu si dále popíšeme metody o� ezávání vyhledávacího 
prostoru. 
 
3.2 Spodní hranice 
 

P� i � ešení problému pokrytí metodou v� tví a hranic popsanou výše vždy p� i výb� ru 
sloupce y do � ešení p� ed rekurzivním voláním na takto vzniklý podproblém testujeme 
podmínku, zda cena ( cesta (y)) + cena (y) < cena ( Best ) Tato podmínka nám zaru� uje, že 
budou o� ezány v� tve vyhledávacího stromu, kde cena � ešení p� esahuje cenu již nalezeného 
� ešení. Vyhledávací prostor se nám tedy zmenší. Hodnota cena ( cesta (y)) + cena (y) se 
nazývá spodní hranice � ešení. Pokud tedy známe spodní hranici podproblému, m� žeme p� i 
platnosti podmínky ukon� ovat rekurzi. 
 

P� edpokládejme nyní, že víme, že minimální � ešení problému pokrytí matice A je 
rovno � íslu, ozna� me ho K. Potom cena � áste� ného � ešení odpovídající uzlu U je rovna cesta 
(U) + K. Pokud tedy známe cenu � ešení Best, m� žeme zastavit rekurzi, pokud cesta (U) + K  
≥ cena (Best).  

 
Definice 3.2.1 Nech�  <X,Y,cena> je problém pokrytí a nech�  X’ je podmnožina X taková, že 
pro libovolné dva r� zné prvky x1 a x2 množiny X’, všechny prvky y které pokrývají x1 
nepokrývají x2 a opa� n

�
. Množina X’, kterou budeme nazývat nezávislá podmnožina X, 

poskytuje nám spodní hranici. 
 
Jinými slovy, p� edpokládejme, že v matici A se vyskytují množiny � ádk�  tak, že žádný 

sloupec pokrývající � ádek z jedné množiny nepokrývá žádný � ádek z jiné množiny.  
 
Z definice 3.2.1 vyplývá, že pokud máme K nezávislých podmnožin � ádk� , tzn., žádné 

dva � ádky z r� zných podmnožin není možné pokrýt jedním sloupcem, musíme pro pokrytí 
vybrat minimáln�  |K| sloupc� . Pokud se nám poda� í nalézt maximální po� et nezávislých 
podmnožin � ádk� ,ozna� me tento po� et MSIR ( Maximal Set of Independent Rows), z definice 
3.2.1 je to mohutnost množiny X’. Navíc musíme po� ítat s tím, že pokud chceme pokrýt 
� ádek x1 ∈ X’, musíme pro jeho pokrytí vybrat sloupec y ohodnocený hodnotou cena (y). 
Vybereme tedy „nejlevn� jší“ možnost pokrytí tohoto � ádku a p� i � teme k celkovému MSIR. 
MSIR nám tedy dává spodní hranici pro � ešení problému pokrytí. P� i v � tvení funkce 
Branch_and_Bound m� žeme tedy o� ezat v� tve s cenou kde platí cena � áste� ného � ešení + 
|MSIR| ≥ cena (Best). Nový algoritmus reprezentovaný funkcí Branch_and_Bound je popsán 
diagramem 3.2.1. 
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Funkce Branch_And_Bound ( CoveringMatrix *CM , � ešení * Sol) 
 
 Vstup: Pokrývací matice 
 Výstup: Množina sloupc�  tvo� ící � ešení, nebo ∅ pokud � ešení nebylo nalezeno 
 

1. Vy � eš_Dominance (CM , Sol); 
2. if (CM) == ∅ { 

if  cena ( Sol ) < cena ( Best ) return newBest; 
else return ∅ 

  } 
  else { 

Vyber do � ešení sloupec j; 
Najdi MSIR pro vzniklý podproblém 
if cena ( cesta (j)) + cena (j) + |MSIR| < cena ( Best ) 
 Branch_and_Bound ( CM, Sol1 ); 
Vškrtni sloupec j z � ešení; 
Najdi MSIR pro vzniklý podproblém 
if cena ( cesta (j)) + |MSIR| < cena ( Best ) 

Branch_and_Bound ( CM, Sol2 ); 
   return min (Sol1,Sol2); 
  } 
 

Diagram 3.2.1 Algoritmus Branch and Bound rozší� ený o MSIR 
 
 

3.2.1 Maximální Množina Nezávislých � ádk�  
  

Na obrázku 3.2.1 tvo� í MSIR � ádky x1,x2,x3 a x4. Jsou to množiny � ádk� , pro které 
platí, že žádný sloupec v matici nepokrývá více � ádk�  z MSIR. Jsou zde � íseln�  znázorn� ny 
jednotlivé � ádky tvo� ící MSIR, � ádky škrtnuté s odpovídajícím � íslem jsou závislé s � ádkem 
stejného � ísla, proto jsou v jednotlivých krocích z matice vyškrtnuty. 
 



 - 12 - 

 
Obrázek 3.2.1 Maximální množina nezávislých � ádk�  

Složitost nalezení MSIR je rovna složitosti problému nalezení nejv� tší kliky v grafu. 
Na obrázku 3.2.2 je znázorn� n graf závislosti � ádk� , uzly jsou tvo� eny � ísly odpovídající 
� ísl� m � ádk� , hrany v grafu znázor� ují, že � ádky xi, xj, odpovídající uzl� m i a j, nejsou 
pokryty jedním sloupcem, tzn. Neexistuje sloupec k tak, že by platilo A[i,k] = A[j,k] = 1 . 
Musíme tedy najít nejv� tší kliku v grafu. Vidíme, že musíme vybrat minimáln�  t� i sloupce pro 
pokrytí [1,3,5] nebo [2,4,6]. 
 
 

 
 

Obrázek 3.2.2 Složitost nalezení MSIR 
 
 Složitost nalezení maximální množiny nezávislých � ádk�  je rovna složitosti nalezení 
problému pokrytí. Hledáním p� esné množiny nezávislých � ádk�  bychom si � asov�  nijak 
nepomohli. 

P� i hledání MSIR máme však ješt�  jiné možnosti, nap� . použití heuristiky, která 
vyhledá n� jaké � ešení v rozumném � ase, avšak za cenu horšího � ešení. Jelikož k nalezení 
minimálního � ešení matice A nepot� ebujeme p� esn�  znát |MSIR|, sta� í nám k jeho nalezení 
použití heuristiky. Nalezení menšího MSIR v tomto p� ípad�  znamená pouze více v� tvení 
funkce Branch_and_Bound, nebo�  se poda� í o� ezat mén�  v� tví, kde se � ešení nenachází. 
Nemá to tedy vliv na minimalitu � ešení, prostor, kde se � ešení nachází, se prohledá celý. 
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Pro výpo� et jsem tedy zvolil heuristiku, kde výpo� et probíhá v lineárním � ase, za cenu 
neminimálního � ešení. Diagram 3.2.2 znázor� uje funkci hledající MSIR. 

 
Funkce int NajdiMSIR (CoveringMatrix *CM, int MSIR)  

  
 Vstup: Pokrývací matice 
 Výstup: Velikost MSIR 
 

while ( CM != ∅ )  
{ 
1. Najdi � ádek i s minimálním po� tem jedni� ek 
2. Vyjmi � ádek i z matice spole� n�  s � ádky, které mají jedni� ky ve stejném 

sloupci jako i. 
3. MSIR+=min(cena sloupc� ,které � ádek pokrývají); 

 
} 

Diagram 3.2.2 Heuristika pro nalezeni MSIR 
 
3.3 Zvyšování spodní hranice 
 

Uvažujme však matici na obrázku 3.3.1. Mohutnost MSIR je 1, zatímco velikost 
minimálního � ešení je 3. MSIR tedy m� že být libovoln�  daleko od minimálního � ešení.  
 

 
 

Obrázek 3.3.1  
 

Pro funkci Branch_and_Bound to znamená 29 volání, než se ujistíme,že se nikde 
nenalézá � ešení s cenou menší než 3, které je nalezené už p� i t � etím volání ! Na obrázku 3.3.2 
je znázorn� n graf volání Branch_and_Bound, hrany znamenají volání funkce, uzly jsou 
ohodnoceny hodnotou ( |cesta k uzlu| + spodní hranice / horní hranice ). Vidíme, že po 
nalezení � ešení po 3 voláních se musí algoritmus volat ješt�  26krát, jen abychom se ujistili, že 
se nikde nenalézá lepší � ešení, než již nalezené. 
 Podmínka zastavení rekurze je spln� na, pokud (horní hranice - |cesta k uzlu| - spodní 
hranice ) ≤ 0. P� ipome� me, že horní hranice je pro nás cena nejlepšího zatím nalezeného 
pokrytí. Jediný zp� sob, jak zastavit rekurzi, pokud (horní hranice - |cesta k uzlu| - spodní 
hranice ) > 0, je zlepšením spodní hranice.  
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Obrázek 3.3.2 Graf volání funkce Branch_and_Bound 

3.4 Limitní spodní hranice 
 
V tomto odstavci si ukážeme techniku, popsanou v [2], [6]. 
 
Definice 3.4.1: Nech�  <X,Y,cena> je problém pokrytí a nech�  X’ je nezávislá podmnožina X, 
popsaná v definici 3.2.1.  Nech�  lBound je spodní hranice nutná k pokrytí X, získaná díky X’ a 
uBound je horní hranice. Ozna� me Y’ = { y ∈ Y | y ∩ X‘ = ∅ , cesta k uzlu + lBound + 
cena(y) ≥ uBound }. Pak A m� že být zmenšena na <X,Y-Y’,cena>. 
 

Jinými slovy, y jsou všechny sloupce, které nepokrývají MSIR. Pokud je (horní 
hranice – spodní hranice – (cesta k uzlu)) ≥ cena (y), všechny sloupce nepokrývající žádný 
� ádek z MSIR m� žou být z matice vyškrtnuty, a MSIR p� epo� ítáno.  

Zajímavá vlastnost, pokud aplikujeme limitní spodní hranici, zmenšením <X,Y,cena> 
na <X,Y-Y’,cena> , je že rekurze je prakticky zastavena okamžit� , tzn., spodní hranice <X,Y-
Y’,cena> skoro pokaždé p� esáhne horní hranici, nebo je nalezeno lepší � ešení v <X,Y-
Y’,cena>.  

Pokud tedy pokra� ujeme v grafu 3.3.2 v� tvení nevybráním sloupce 1 do � ešení, je 
spln� na podmínka (horní hranice – spodní hranice – (cesta k uzlu)) ≥ cena (y), m� žeme 
vyškrtnout z matice všechny sloupce, které neprotínají MSIR a vypo� teme nové MSIR. 
Obrázek 3.3.3 ukazuje redukovanou matici z obrázku 3.3.1. 



 - 15 - 

 
Obrázek 3.3.3 – Získání nového MSIR 

 
 

Tenkou � arou je vyzna� eno p� vodní MSIR, škrtnuty jsou sloupce, které neprotínají 
MSIR. Tlustou � arou pak nov�  vzniklé MSIR, vidíme, že z p� vodních MSIR=2 máme MSIR 
= 4, což sta� í na zastavení rekurze, protože lBound=4 > uBound = 3. 

 Na obrázku 3.3.4 vidíme, jak se sníží po� et volání algoritmu. Škrtnutá ohrani� ená � ást 
grafu bude p� i prohledávání o� íznuta. 

 
Obrázek 3.3.4 – Po� et volání po vypo� tení nového MSIR 

 
 
3.5 � ešení pomocí heuristik 
 

K � ešení problému pokrytí m� žeme použít heuristiku. Heuristiky k nalezení � ešení jsou 
popsané v [3], [4], [5].  

 
 P� irozená heuristika spo� ívá ve výb� ru prvku y který pokrývá nejv� tší po� et prvk�  X. 

Funkce NaturalHeuristic ( CoveringMatrix * , Reseni * ) vybere z matice sloupec který 
pokrývá nejvíce � ádk� , vyjme ho spole� n�  s � ádky z matice a takto pokracuje dokud není 
matice prázdná, do struktury Reseni se zapíše odkaz na seznam sloupc�  vybraných do � ešení. 



 - 16 - 

 
 Funkce NaturalHeuristic ( CoveringMatrix * CM, � ešení *Sol ) 
 
 Vstup: Pokrývací matice 
 Výstup: Množina sloupc�  tvo� ící � ešení 
 
 

while ( CM == ∅ ) { 
1. Z jisti po� et jedni� ek ve všech sloupcích 
2. Vyber sloupec s nejvíce jedni� kami, p� idej ho do � ešení a vyjmi spole� ne s � ádky, 

které pokrývá, z matice 
 } 
 

Diagram 3.5.1 P� irozená heuristika 
 

 Nicmén�  pokusné výsledky ukazují, že to není nejlepší heuristika. O moc lepší je 
heuristika navrhovaná v [5],[7], je založena na výpo� tu p� ísp� vku jednotlivých sloupc�  ( 
pomocí cenové funkce ), a na základ�  vypo� tených hodnot se rozhoduje o jejich zahrnutí do 
� ešení. 

Definice 3.5.1: Síla pokrytí SP � ádku xi je definována jako  
 

�
=

=
M

j

i

jiA

xSP

1

],[

1
)(   ,s ohledem na definici 2.1 

Síla pokrytá SP � ádku xi je tím v� tší, � ím mén�  sloupc�  � ádek pokrývá. Pokud je 
pokrytý pouze jedním sloupcem, SP=1 a sloupec je vybrán do � ešení jako nezbytný. 

 
 
 
Definice 3.5.2: Sloupcový p� ísp� vek SP sloupce yj je definován jako 
 

�
=

⋅=
N

i
ij xSPjiAySP

1

)(],[)( ,s ohledem na definici 2.1 

 
 
SP se tím více zvyšuje, � ím více sloupec pokrývá � ádk� , které jsou pokryty nejmenším 

po� tem sloup� . Ukázka výpo� tu je znázorn� na na obrázku 3.5.1, algoritmus je znázorn� n 
diagramem 4.3. 
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Obrázek 3.5.1 – Ukázka výpo� tu sloupcového p� ísp� vku  

 
 

Funkce ContribAddHeuristic ( CoveringMatrix * CM, � ešení *Sol ) 
 
 Vstup: Pokrývací matice 
 Výstup: Množina sloupc�  tvo� ící � ešení 
 

while ( CM == ∅ ) { 
   pro všechna yj ∈ Y Spo� ítej SP(yj) 
   Vyber sloupec s nejv� tším SP, p� idej ho do � ešení a vyjmi spole� ne s � ádky, které 
pokrývá, z matice 
} 
 
Diagram 3.5.2 Heuristika založená na výb� ru sloupc�  s ohledem na „kvalitu“ pokrytí 

 
Po� et jedni� ek v � ádku vypo� ítáme vždy p� ed voláním ContribAddHeuristic, nebo�  se 

p� i b� hu algoritmu nem� ní. Všechny � ádky pokryté sloupcem jsou z matice vyškrtnuty. 
Musíme však p� epo� ítat SP sloupc� , které pokývají � ádky pokryté sloupcem, který má být 
vyškrtnut z matice, protože se jejich p� ísp� vek sníží práv�  o SP vyjmutých � ádk� . SP se tedy 
p� epo� ítává maximáln�  n-krát, máme tedy lineární složitost tohoto algoritmu, O(n), kde n je 
po� et sloupc� . 

 
 
U obou heuristik nastává problém, pokud sloupec má stejné ohodnocení, jako sloupec, 

s kterým ho porovnáváme ve snaze najít sloupec s v� tším ohodnocením. Pak se musíme 
rozhodnout, který sloupec vybrat. M� j algoritmus se náhodn�  rozhoduje, jestli vezme první 
sloupec, nebo druhý. Proto je dobré volat heuristiku n� kolikrát, a z t� chto volání vybrat 
nejmenší � ešení. 

Zbývá ješt�  otázka,zda pomocí heuristiky � ešit celou vstupní matici, nebo zkusit jejich 
aplikaci pouze na cyklické jádro. Každá z funkcí p� edstavující heuristiku má tedy jako 
poslední parametr možnost použití funkce � ešící dominance, implicitní nastavení ne� eší 
dominance. Hlavi� ka funkce tedy vypadá takto 

 
ContribAddHeuristic ( CoveringMatrix * CM, � ešení *Sol, int Dominance=0 ) 
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Všechny testované matice jsou n� kolikrát � ešeny pomocí heuristik bez � ešení dominancí, 
potom s odstran� ním dominancí.   

 
P� irozená heuristika je založena na výb� ru sloupce do � ešení, následném vyškrtnutí 

z matice a pokra� ování, dokud není matice prázdná, složitost algoritmu je tedy O(n), kde n je 
po� et sloupc�  v matici,  ovšem za cenu neminimálního � ešení. Složitost Contrib Add 
heuristiky je rovn� ž založena na výb� ru sloupce do � ešení a jeho následném vyškrtnutí 
z matice, p� ed každým výb� rem se však provádí výpo� et p� ísp� vku sloupce, s výše zmín� nou 
složitostí O(n). Výsledná složitost algoritmu je tedy O(n2). 
 
 

4 Implementace 
 
4.1 Vnit � ní pam

� �
ová reprezentace 

 
Pro vnit� ní reprezentaci pot� ebujeme strukturu, kde budeme mít uloženou matici A o 

rozm� rech MxN  s ohledem na definici 2.1.  
Musíme po� ítat s tím, že budeme � asto vyškrtávat sloupce a � ádky z matice, struktura 

by tedy mela umož� ovat snadný p� echod p� es vynechané sloupce a � ádky. Pokud bychom 
sloupci, resp. � ádku p� i � adili atribut zda je, � i není v matici, museli bychom pokaždé testovat 
jeho hodnotu a to by bylo � asov�  náro� né. Pot� ebujeme znát offset, o kolik sloupc�  se máme 
v matici posunout od sloupce j ke sloupci  k (p� esko� it všechny vyškrtnuté sloupce ).  

Použijeme tedy následující strukturu. Matice A o rozm� rech MxN je uložena v pam� ti 
jako jednorozm� rné homogenní pole prvk�  typu char, vkládání prvk�  do pole se provádí po 
� ádcích, tzn., adresa prvku Vij = *(A+i*M+j).  K této struktu� e jsou vytvo� eny dva 
obousm� rn�  z� et� zené spojové seznamy o M, resp., N prvcích,každý prvek seznamu nese 
informace o offsetu adresy, kde je uložen � ádek, resp., sloupec matice, viz obrázek  Tato 
reprezentace je vhodná, protože p� i redukování matice o � ádek nebo sloupec jen p� epíšeme 
ukazatele ve spojovém seznamu, toto má pozitivní vliv na rychlost vyhledávání prvk� . Adresa 
prvku Vij je tedy *(A + Seznam_Sloupcu->Offset + Seznam_Radku->Offset ). Navíc p� i 
takovéto adresaci prvk�  pole pouze s� ítáme, což má také zna� ný vliv na urychlení. 
 

 
 

Obrázek 4.1 – Vnit� ní reprezentace matice pokrytí 
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4.2 Popis ovládání programu 
 
 Vstup programu je realizován vstupním souborem, kde na za�átku je uveden rozm�r 
matice, �ísla odd�lená mezerami, a pak následuje matice uložená po �ádcích, první �ádek 
obsahuje ceny sloupc�. 	ísla v �ádcích jsou odd�leny rovn�ž mezerami. Vstupní soubor se 
zadává z p�íkazové �ádky.  
 Výstup se vypisuje na obrazovku a zárove� do souboru, který m�že být uvedený jako 
druhý parametr programu z p�íkazové �ádky. Implicitní název výstupního souboru je 
„out.dat“.  
 Program vy�eší vstupní matici nejd�íve pomocí heuristik a potom pomocí exaktních 
metod. 
 
Názvy funkcí implementovaných v programu pro �ešení problému pokrytí: 
 
void NaturalHeuristic ( struct CoveringMatrix *CM,struct HeaderSol 
*SolUCP,int Dominance=0 ) 

Funkce p�irozená heuristika, popsaná v odstavci 3.5.  
 
void ContribAddHeuristic ( struct CoveringMatrix *CM,struct HeaderSol 
*SolUCP,int Dominance=0  ) 
Heuristika,která vybírá sloupce podle vypo �teného sloupcového p �ísp �vku,viz 
odstavec 3.5. 
 
 
int BAB ( struct CoveringMatrix *CM,struct HeaderSol *SolUCP  ) 
Metoda v �tví a hranic,popsaná v odstavci 3.1. 
 
int BABMSIR ( struct CoveringMatrix *CM,struct HeaderSol *SolUCP  ) 
Vylepšená metoda v �tví a hranic, popsaná v odstavci 3.2. 
 
int BABLLB ( struct CoveringMatrix *CM,struct HeaderSol *SolUCP  ) 
Vylepšená metoda v �tví a hranic, popsaná v odstavci 3.4. 
 

5 Experimentální výsledky 
 
 V této �ásti textu je uvedeno vyhodnocení algoritm� �ešících problém pokrytí. Bylo 
vyhodnoceno n�kolik r�zných typ� matic r�zných velikostí, každá matice je ozna�ena svým 
názvem a velikostí. Jsou zde srovnány ob� heuristiky, a je porovnána kvalita p�i odstran�ní 
dominancí a bez odstran�ní dominancí. N�které matice byly �ešeny exaktními metodami, 
výsledky jsou rovn�ž uvedeny, kvalita heuristik byla porovnána k hodnot� získané pomocí 
t�chto exaktních metod. Hustota matice je po�ítána jako 1 / ( velikost / po�et jedni�ek ). 
K testování byl použit po�íta� AMD Duron 850Mhz s 256Mb Ram.  
 
 Matice byly získány programem BOOM, popsaného v [7], minimalizací PLA soubor� 
uvedených ve sloupci Název. Minimalizace programem BOOM je do jisté míry 
randomizovaná, po�et generovaných sloupc� záleží na po�tu iterací minimaliza�ního 
algoritmu. Ve sloupci Iterace je uveden po�et iterací, pro které byla minimalizace provád�na. 
Ve sloupci Rozm�r je uveden rozm�r matice ve formátu Po�et sloupc� x Po�et �ádk�. Sloupec 
Hustota zobrazuje pom�r po�tu jedni�ek k velikosti matice, Hustota=1/(Velikost matice/Po�et 
jedni�ek). Sloupce v maticích byly p�i generování programem BOOM ohodnoceny cenou, 
která vyjad�uje po�et literál�. Cena je uvedena v prvním �ádku vygenerované matice. Cenu 
�ešení tvo�í sou�et t�chto cen sloupc� zahrnutých do �ešení. 
 



 - 20 - 

5.1 Heuristiky 
 
Matice uvedené v tabulce byly �ešeny nejprve heuristikami. Je zde uveden �as b�hu 

algoritmu, formát [sec:set], kde tato položka chybí, byl �as nem��iteln� malý.  
 
Jelikož �ešení heuristikami probíhá do jisté míry náhodn�, každá heuristika byla 

spušt�na pro 500 pr�chod�.Byly vždy m��eny nejd�íve celé matice, a pak pomocí odstran�ní 
dominancí byla testována aplikace heuristik pouze na cyklické jádro. Funkce reprezentující 
heuristiky tedy nejd�íve zavolaly funkce pro odstran�ní dominantních �ádk� a sloupc�, b�hem 
t�chto dominancí byly p�idány do �ešení nezbytné sloupce. Zbylé cyklické jádro bylo pak dále 
�ešeno pomocí heuristiky. 

 Z takto získaných hodnot  je uvedena minimální nalezená hodnota �ešení, maximální 
hodnota a pr�m�rná hodnota, získaná jako (sou�et všech cen / po�et pr�chod� ). Kvalita 
�ešení je posuzována s ohledem na výsledek získaný pomocí exaktní metody, jako relativní 
odchylka od této hodnoty, tzn., ((pr�m. cena heuristiky – cena exakt.) / cena exakt.). Kde není 
hodnota uvedena, matice nebyla m��ena exaktní metodou z d�vod� �asové náro�nosti. 

 
 
P�i testování bez odstran�ní dominancí byla ve 23,07% úsp�šn�jší p�irozená 

heuristika, ve 46,15% byla úsp�šn�jší  Contrib Add heuristika. �ešení dominancí bylo u 
p�irozené heuristiky úsp�šn�jší ze 64,1%, horší ze 12,8%, u Contrib Add heuristiky bylo 
úsp�šn�jší z 58,9%, horší nebylo nikdy. Pr�m�rná relativní odchylka od hodnoty získané 
pomocí heuristik je v tabulce 5.1.1. Všechny nam��ené hodnoty jsou uvedené v následujících 
tabulkách. 
 
 
 
 

 
 

 Heuristika 
 Bez dominancí S � ešením dominancí 
 P � irozená Contrib Add P � irozená Contrib Add 

rel.odchylka 0.0673 0.0552 0.0272 0.0272 
 
 
Tabulka 5.1.1 Pr�m�rná relativní  odchylka heuristik od exaktní metody 

 
 

 
 
 

  
Bez odstran� ní 

dominancí S odstran� ním dominancí 
  % úsp� šn� jší % úsp� šn� jší %neúsp� chu 

P � irozená heuristika 23,07 64,1 12,8 
Contrib Add heuristika 46,15 58,9 nikdy 

 
 

Tabulka 5.1.2 Procento úsp�šnosti heuristik 
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P � irozená heuristika bez odstran� ní dominancí 

    Cena � ešení   
Název Iterace Rozm � r Hustota � as Min Max Pr � m � r Odchylka 
10x100 1 21x56 0.081633   80 80 80 0 
10x100 100 147x56 0.074101 00:001 71 74 72 0,241379 

                  
10x200 1 45x98 0.044898   166 171 166 0,006061 
10x200 100 248x98 0.042092 00:004 151 153 152 0,125926 

10x2x200 1 135x203 0.024667 00:002 336 342 339 0,069401 
10x2x200 100 574x203 0.021524 00:051 290 294 293   
10x300 1 88x149 0.032032   266 266 266 0,055556 
10x300 100 349x149 0.027596 00:021 246 246 246   

10x300_40% 1 28x297 0.115801   52 52 52 0,04 
10x300_40% 100 32x297 0.113215   52 52 52 0,04 

10x500 1 131x241 0.019955 00:002 501 514 510 0,069182 
10x500 100 407x241 0.018932 00:045 480 480 480   
15x300 1 95x160 0.037895   243 248 244 0,065502 
15x300 100 2201x160 0.032900 03:081 157 159 158   

200x200 1 15x108 0.099386   65 65 65 0 
200x200 100 1581x108 0.102894 00:091 51 51 51   

20x100_30% 1 25x34 0.045882   137 137 137 0 
20x100_30% 100 44x34 0.055481   129 129 129 0,131579 

20x200 1 30x100 0.064   117 117 117 0 
20x200 100 1718x100 0.053824 01:040 77 77 77   

20x200_20% 1 64x98 0.017857 00:001 421 427 423 0,004751 
20x200_20% 100 402x98 0.022794 00:009 310 350 333   
20x200_30% 1 86x108 0.012274   610 610 610 0 
20x200_30% 100 206x108 0.01735 00:002 485 503 494 0,053305 

20x20x20 1 82x204 0.050753 00:001 91 92 91 0,123457 
20x20x20 100 658x204 0.049251 00:079 73 73 73   

20x20x30_50% 1 122x153 0.021536   205 207 206 0,019802 
20x20x30_50% 100 289x153 0.023679 00:007 153 168 158   
20x20x50_45% 1 243x282 0.010463 00:007 502 519 508 0,038855 
20x20x50_45% 100 778x282 0.012133 02.000 329 354 333   

20x300 1 62x156 0.039702   220 225 223 0,037209 
20x300 100 3699x156 0.036765 11.014 131 134 131   

50x10x50 1 80x246 0.029573   173 177 173 0,005814 
50x10x50 100 2336x246 0.029304 09:014 106 123 116   

50x20x100_50% 1 463x514 0.004072 00:043 1914 1949 1933   
50x20x100_50% 100 2911x514 0.005839 49:017 810 871 844   

50x50 1 5x27 0.281481   16 16 16 0 
50x50 100 213x27 0.226917   12 16 13 0,083333 

 
 
 

Tabulka 5.1.3 Výsledky - P
�
irozená heuristika bez odstran � ní dominancí 
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Contrib Add heuristika bez odstran� ní dominancí 

    Cena � ešení   

Název Iterace Rozm � r Hustota � as Min Max Pr � m � r Odchylka 
10x100 1 21x56 0.081633   80 80 80 0 
10x100 100 147x56 0.074101 00:001 67 67 67 0,155172 

                  
10x200 1 45x98 0.044898   166 166 166 0,006061 
10x200 100 248x98 0.042092 00:004 155 159 157 0,162963 

10x2x200 1 135x203 0.024667 00:002 337 337 337 0,063091 
10x2x200 100 574x203 0.021524 00:051 305 305 305   
10x300 1 88x149 0.032032   264 266 264 0,047619 
10x300 100 349x149 0.027596 00:021 240 245 242   

10x300_40% 1 28x297 0.115801   52 52 52 0,04 
10x300_40% 100 32x297 0.113215   52 52 52 0,04 

10x500 1 131x241 0.019955 00:002 507 515 511 0,071279 
10x500 100 407x241 0.018932 00:045 489 489 489   
15x300 1 95x160 0.037895   233 236 234 0,021834 
15x300 100 2201x160 0.032900 03:081 155 159 156   

200x200 1 15x108 0.099386   65 65 65 0 
200x200 100 1581x108 0.102894 00:091 47 47 47   

20x100_30% 1 25x34 0.045882   137 137 137 0 
20x100_30% 100 44x34 0.055481   116 116 116 0,017544 

20x200 1 30x100 0.064   117 117 117 0 
20x200 100 1718x100 0.053824 01:040 74 74 74   

20x200_20% 1 64x98 0.017857 00:001 421 421 421 0 
20x200_20% 100 402x98 0.022794 00:009 305 313 310   
20x200_30% 1 86x108 0.012274   610 610 610 0 
20x200_30% 100 206x108 0.01735 00:002 490 502 495 0,055437 

20x20x20 1 82x204 0.050753 00:001 89 89 89 0,098765 
20x20x20 100 658x204 0.049251 00:079 82 82 82   

20x20x30_50% 1 122x153 0.021536   204 207 206 0,019802 
20x20x30_50% 100 289x153 0.023679 00:007 151 162 155   
20x20x50_45% 1 243x282 0.010463 00:007 499 510 504 0,030675 
20x20x50_45% 100 778x282 0.012133 02.000 349 349 349   

20x300 1 62x156 0.039702   226 226 226 0,051163 
20x300 100 3699x156 0.036765 11.014 125 130 127   

50x10x50 1 80x246 0.029573   177 177 177 0,02907 
50x10x50 100 2336x246 0.029304 09:014 112 121 115   

50x20x100_50% 1 463x514 0.004072 00:043 1903 1921 1912   
50x20x100_50% 100 2911x514 0.005839 49:017 798 873 837   

50x50 1 5x27 0.281481   16 16 16 0 
50x50 100 213x27 0.226917   13 14 13 0,083333 

 
 
 

Tabulka 5.1.4 Výsledky - Contrib Add heuristika bez odstran � ní dominancí 
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P � irozená heuristika s odstran� ním dominancí 

    Cena � ešení   

Název Iterace Rozm � r Hustota � as Min Max Pr � m � r Odchylka 
10x100 1 21x56 0.081633   80 80 80 0 
10x100 100 147x56 0.074101 00:001 71 72 71 0,224138 

                  
10x200 1 45x98 0.044898   165 165 165 0 
10x200 100 248x98 0.042092 00:004 150 154 152 0,125926 

10x2x200 1 135x203 0.024667 00:002 324 328 325 0,025237 
10x2x200 100 574x203 0.021524 00:051 302 304 302   
10x300 1 88x149 0.032032   252 252 252 0 
10x300 100 349x149 0.027596 00:021 221 236 229   

10x300_40% 1 28x297 0.115801   50 50 50 0 
10x300_40% 100 32x297 0.113215   50 50 50 0 

10x500 1 131x241 0.019955 00:002 477 477 477 0 
10x500 100 407x241 0.018932 00:045 464 478 472   
15x300 1 95x160 0.037895   229 229 229 0 
15x300 100 2201x160 0.032900 03:081 151 165 163   

200x200 1 15x108 0.099386   65 65 65 0 
200x200 100 1581x108 0.102894 00:091 49 51 49   

20x100_30% 1 25x34 0.045882   137 137 137 0 
20x100_30% 100 44x34 0.055481   116 116 116 0,017544 

20x200 1 30x100 0.064   117 117 117 0 
20x200 100 1718x100 0.053824 01:040 77 77 77   

20x200_20% 1 64x98 0.017857 00:001 421 421 421 0 
20x200_20% 100 402x98 0.022794 00:009 307 331 319   
20x200_30% 1 86x108 0.012274   610 610 610 0 
20x200_30% 100 206x108 0.01735 00:002 492 503 497 0,059701 

20x20x20 1 82x204 0.050753 00:001 81 84 83 0,024691 
20x20x20 100 658x204 0.049251 00:079 66 72 69   

20x20x30_50% 1 122x153 0.021536   202 202 202 0 
20x20x30_50% 100 289x153 0.023679 00:007 149 152 150   
20x20x50_45% 1 243x282 0.010463 00:007 492 499 495 0,01227 
20x20x50_45% 100 778x282 0.012133 02.000 333 346 337   

20x300 1 62x156 0.039702   215 216 215 0 
20x300 100 3699x156 0.036765 11.014 131 134 132   

50x10x50 1 80x246 0.029573   172 172 172 0 
50x10x50 100 2336x246 0.029304 09:014 106 123 115   

50x20x100_50% 1 463x514 0.004072 00:043 1898 1907 1903   
50x20x100_50% 100 2911x514 0.005839 49:017 800 813 807   

50x50 1 5x27 0.281481   16 16 16 0 
50x50 100 213x27 0.226917   12 12 12 0 

 
 
 

Tabulka 5.1.5 Výsledky - P
�
irozená heuristika s odstran � ním dominancí 
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Contrib Add heuristika s odstran� ním dominancí 

    Cena � ešení   

Název Iterace Rozm � r Hustota � as Min Max Pr � m � r Odchylka 
10x100 1 21x56 0.081633   80 80 80 0 
10x100 100 147x56 0.074101 00:001 66 68 67 0,155172 

                  
10x200 1 45x98 0.044898   165 165 165 0 
10x200 100 248x98 0.042092 00:004 146 166 155 0,148148 

10x2x200 1 135x203 0.024667 00:002 318 327 321 0,012618 
10x2x200 100 574x203 0.021524 00:051 292 296 293   
10x300 1 88x149 0.032032   252 252 252 0 
10x300 100 349x149 0.027596 00:021 229 239 233   

10x300_40% 1 28x297 0.115801   50 50 50 0 
10x300_40% 100 32x297 0.113215   50 50 50 0 

10x500 1 131x241 0.019955 00:002 477 477 477 0 
10x500 100 407x241 0.018932 00:045 451 453 451   
15x300 1 95x160 0.037895   229 229 229 0 
15x300 100 2201x160 0.032900 03:081 155 159 156   

200x200 1 15x108 0.099386   65 65 65 0 
200x200 100 1581x108 0.102894 00:091 47 47 47   

20x100_30% 1 25x34 0.045882   137 137 137 0 
20x100_30% 100 44x34 0.055481   116 116 116 0,017544 

20x200 1 30x100 0.064   117 117 117 0 
20x200 100 1718x100 0.053824 01:040 74 74 74   

20x200_20% 1 64x98 0.017857 00:001 421 421 421 0 
20x200_20% 100 402x98 0.022794 00:009 299 323 310   
20x200_30% 1 86x108 0.012274   610 610 610 0 
20x200_30% 100 206x108 0.01735 00:002 486 496 490 0,044776 

20x20x20 1 82x204 0.050753 00:001 82 82 82 0,012346 
20x20x20 100 658x204 0.049251 00:079 66 69 67   

20x20x30_50% 1 122x153 0.021536   202 202 202 0 
20x20x30_50% 100 289x153 0.023679 00:007 147 147 147   
20x20x50_45% 1 243x282 0.010463 00:007 491 498 494 0,010225 
20x20x50_45% 100 778x282 0.012133 02.000 323 335 328   

20x300 1 62x156 0.039702   216 216 216 0,004651 
20x300 100 3699x156 0.036765 11.014 125 128 126   

50x10x50 1 80x246 0.029573   172 172 172 0 
50x10x50 100 2336x246 0.029304 09:014 112 119 115   

50x20x100_50% 1 463x514 0.004072 00:043 1896 1905 1901   
50x20x100_50% 100 2911x514 0.005839 49:017 798 807 802   

50x50 1 5x27 0.281481   16 16 16 0 
50x50 100 213x27 0.226917   13 14 13 0,083333 

 
 
 

Tabulka 5.1.6 Výsledky - Contrib Add heuristika s odstran � ním dominancí 
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Dále jsem zde uvedl závislost �asu b�hu heuristik na po�tu sloupc� v matici. Minimalizací 
vstupního souboru 50x20x100_50% pomocí programu BOOM byly generovány matice 
s r�zným po�tem sloupc�, volbou r�zného po�tu iterací. Výsledný graf je na obrázku 5.1.7 
 
 

 

                                        

                                        

                                        

                                        

                                        

                                        

500 1000 1500 2000 2500 3000

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

1,8

2,0

2,2

�
a

s 
[s

]

Po�et sloupc�

 Contrib Add
 Natural heuristic

 
 
 

Obrázek 5.1.7 Graf závislosti �asu b�hu algoritmu na po�tu sloupc� 
 
V grafu vidíme lineární složitost p�irozené heuristiky v závislosti na po�tu sloupc�, p�irozená 
heuristika je založená na výb�ru sloupce do �ešení a vyškrtnutí z matice spole�n� 
s �ádky,které pokrývá, takto se pokra�uje,dokud není matice prázdná. Složitost Contrib Add 
heuristiky je rovn�ž založena na výb�ru sloupce do �ešení a jeho následném vyškrtnutí 
z matice, p�ed každým výb�rem se však provádí výpo�et p�ísp�vku sloupce, se složitostí O(n). 
Výsledná složitost algoritmu, jak je patrné i z grafu, je tedy O(n2). 
 Contrib Add heuristika je tedy �asov� náro�n�jší, než p�irozená heuristika, ve v�tšin� 
p�ípad� však dává p�esn�jší výsledky. Ale pro velké matice je z �asových d�vod� stále ješt� 
použitelná. P�i aplikaci heuristik pouze na cyklické jádro �asová náro�nost siln� roste, jak je 
vid�t v tabulkách 5.1.3 – 5.1.6, je to zp�sobeno �asem pot�ebným k odstran�ní dominantních 
�ádk� a sloupc�, jejichž opera�ní složitost je O(n2), kde n je po�et �ádk�, resp. sloupc�. 
 Na obrázku 5.1.8 je vid�t �asová závislost heuristik na po�tu �ádk�, po�et sloupc� je 
500. Ob� heuristiky se v této závislosti p�íliš neliší, jejich cenové funkce p�epo�ítávají pouze 
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sloupcový p�ísp�vek. Zvyšující se po�et �ádk� tedy znamená p�ibližn� stejný nár�st �asu u 
obou heuristik. M��ení probíhalo heuristikami bez odstran�ní dominantních sloupc� a �ádk�. 
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 Obrázek 5.1.8 Graf závislosti �asu b�hu algoritmu na po�tu sloupc� 
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Obrázek 5.1.9 �asová závislost heuristik na hustot� matice o velikosti 1000x1500 – 

s odstran�ním dominancí. 
 

Na obrázku 5.1.9 vidíme �asovou závislost heuristik na hustot� matice o rozm�rech 
1000x1500, je vid�t, že p�i zvyšující se hustot� výpo�etní �as klesá, je to z�ejm� zp�sobeno 
vyšší pravd�podobností výskytu dominantních �ádk� a sloupc�, po jejichž odstran�ní je zbylá 
matice menší. M��ení probíhalo heuristikami s odstran�ním dominantních sloupc� a �ádk�.  
 Na obrázku 5.1.10 vidíme �asovou závislost na hustot� matice pro heuristiky 
s odstran�ním dominantních �ádk� a sloupc�. Výpo�etní �as není ovlivn�n výskytem 
dominancí, záleží pouze na kvalit� vybraného sloupce cenovou funkcí, matice se p�i každém 
kroku zmenší o po�et �ádk� pokrytý vybraným sloupcem. 	asová závislost tedy m�že být i 
nepatrn� vyšší u matice s v�tší hustotou, jak je vid�t z grafu. 
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Obrázek 5.1.10 �asová závislost heuristik na hustot� matice o velikosti 1000x1500 – bez 
odstran�ní dominancí. 

 
5.2 Exaktní metody 
 

 
 Matice byly rovn�ž �ešeny pomocí exaktních metod, pokud to dovolovala �asová 
náro�nost. V tabulce 5.2.1 jsou uvedené názvy matic a metody, které byly použity na jejich 
�ešení. Je vid�t, že �asový rozdíl mezi výsledky je obrovský. To je zp�sobeno exponenciální 
složitostí problému. V n�kterých p�ípadech však došlo k vy�ešení problému pomocí 
dominancí (byly do �ešení vybrány nezbytné sloupce), cyklické jádro bylo prázdné. U 
takových matic je ve sloupci po�et volání je uvedena 1. N�které matice nebylo možné 
otestovat všemi metodami z d�vod� �asové náro�nosti. Sloupec Limitní spodní hranice 
znázor�uje výsledky získané pomocí metody v�tví a hranic vylepšenou o  vypo�ítávání 
limitní spodní hranice, sloupec MSIR znázor�uje výsledky získané pomocí metody v�tví a 
hranic vylepšenou o  výpo�et maximální množiny nezávislých �ádk�. Vidíme, že n�které 
uvedené matice není nijak �asov� náro�né vy�ešit pomocí metody v�tví a hranic 
s vypo�ítáváním limitní spodní hranice, zatímco metoda s výpo�tem MSIR je již �asov� 
náro�n�jší. P�i srovnání s oby�ejnou metodou v�tví a hranic je rozdíl obrovský, metoda je již 
tém�� nepoužitelná pro svou �asovou náro�nost. 	as uvedený v tabulce je ve formátu 
hh:mm:ss. 
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�as=hh:mm:ss 

        
B&B s Limitní spodní 

hranicí B&B s MSIR 
Matice Iterace Rozm�r Hustota �as Cena Volání �as Cena Volání 

10x100 1 21x56 0.081633   80 1       
10x100 100 147x56 0.074101 0:51 58 41836 13:45 58 399256 
*10x100 100 147x56 0.074101 0:33 14 4761 3:39 14 43028 
10x200 1 45x98 0.044898   165 1       
10x200 100 248x98 0.042092 7:28:23 135 4304307       

10x2x200 1 135x203 0.024667   317 110 0:01 317 335 
10x300 1 88x149 0.032032   252 1       

10x300_40% 1 28x297 0.115801   50 1   50 1 
10x300_40% 100 32x297 0.113215   50 1   50 1 

10x500 1 131x241 0.019955   477 36   477 51 
15x300 1 95x160 0.037895   229 13   229 19 

200x200 1 15x108 0.099386   65 1       
20x100_30% 1 25x34 0.045882   137 1       
20x100_30% 100 44x34 0.055481   114 30   114 68 

20x200 1 30x100 0.064   117 1       
20x200_20% 1 64x98 0.017857   421 1   421 1 
20x200_30% 1 86x108 0.012274   610 1   610 1 
20x200_30% 100 206x108 0.01735 1:23:49 469 1461322       

20x20x20 1 82x204 0.050753   81 15   81 21 
20x20x30_50% 1 122x153 0.021536   202 1517 0:02 202 16266 
20x20x50_45% 1 243x282 0.010463 0:34 489 9475 2:53 489 78050 

20x300 1 62x156 0.039702   215 3   215 2 
50x10x50 1 80x246 0.029573   172 1   172 1 

50x50 1 5x27 0.281481   16 1   16 1 
50x50 100 213x27 0.226917 0:04 12 2134 0:48 12 86815 

 
*Byla uvažována cena = 1 pro všechny sloupce v matici. 

 
Tabulka 5.2.1 Výsledky vylepšených exaktních metod 

 
 
V tabulce 5.2.2 jsem uvedl výsledky metody v�tví a hranic s výpo�tem limitní spodní hranice 
v porovnání s metodou v�tví a hranic bez vylepšení. Nebyly testovány matice, které to 
neumož�ovaly z d�vodu �asové náro�nosti.  
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�as=hh:mm:ss 

        
B&B s Limitní spodní 

hranicí B&B 
Matice Iterace Rozm�r Hustota �as Cena Volání �as Cena Volání 

*10x100 100 147x56 0.074101 0:33 14 4761 32:14:10 14 1E+08 
10x2x200 1 135x203 0.024667   317 110 0:05 317 1576 
10x500 1 131x241 0.019955   477 36 0:01 477 84 
15x300 1 95x160 0.037895   229 13   229 28 

20x100_30% 100 44x34 0.055481   114 30   114 408 
20x20x20 1 82x204 0.050753   81 15   81 49 

20x20x30_50% 1 122x153 0.021536   202 1517 0:42 202 509746 
20x300 1 62x156 0.039702   215 3   215 3 
50x50 100 213x27 0.226917 0:04 12 2134 8:50 12 4E+06 

 
Tabulka 5.2.2 Výsledky metody v�tví a hranic 

 
 
V grafu 5.2.1 je uvedena nam��ená závislost výpo�etního �asu exaktních metod na hustot� 
matice. Je vid�t, že p�i nar�stající hustot� klesá pr�m�rná �asová složitost, je to z�ejm� 
zp�sobeno v�tším výskytem dominancí, tedy výsledné cyklické jádro je menší. Dále jsem 
m��il závislost všech t�i exaktních metod na po�tu sloupc�, znázorn�nou v grafu 5.2.2. Je 
vid�t exponenciální nár�st po�tu volání algoritmu p�i menším o�ezávání vyhledávacího 
prostoru. Proto jsou velmi významné metody výpo�tu spodní hranice, protože tím se redukuje 
po�et volání algoritmu exponencieln�. K testování jsem použil soubor 50x50.PLA, 
programem BOOM jsem vygeneroval 10 matic s r�znými po�ty sloupc� a stejným po�tem 
�ádk�. U této matice �asová situace umož�ovala testování všemi t�emi exaktními metodami. 
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Graf 5.2.1 �asová závislost exaktních metod na hustot� matice 
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Graf 5.2.2 �asová závislost exaktních metod na po�tu sloupc� v matici 
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Graf 5.2.3 �asová závislost exaktních metod na po�tu �ádk� v matici 
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Graf 5.2.3 nám ukazuje �asovou závislost exaktních metod na po�tu �ádk�. Asymptotická 
složitost na po�tu �ádk� je v nejhorším p�ípad� O(n2), je dán složitostí hledání dominancí, 
která má složitost O(n2). Po�et v�tvení algoritmu není závislý na po�tu �ádk�. 
 

6 Záv�r 
 

Prob�hlo testování n�kolika matic pomocí všech minimaliza�ních metod, z výsledk� 
je patrné, že pro získání p�esné minimální hodnoty je t�eba použít exaktní metody, avšak 
z d�vod� �asové náro�nosti je zvlášt� u velkých matic jediné p�ijatelné �ešení pomocí 
heuristik, za cenu neminimálního �ešení. �ešení pomocí algoritmu v�tví a hranic je �asov� 
velmi náro�né, úpravy provedené v algoritmu, popsané v kapitole 3 zna�n� urychlí výpo�et.  

 
Pokud vylepšíme metodu o výpo�et maximální množiny nezávislých �ádk�, �as 

výpo�tu se zlepší na již pom�rn� p�ijatelnou hodnotu pro matice jinak touto metodou 
z �asových d�vod� ne�ešitelné. Vylepšení o výpo�et limitní spodní hranice ješt� výrazn�ji 
sníží �asové nároky. 	asové rozdíly mezi t�emi verzemi exaktního algoritmu jsou obrovské, 
kv�li exponenciální složitosti problému.  

 
V n�kterých p�ípadech však nebylo možné pomocí exaktních metod matice vy�ešit, 

v praxi u velmi velkých problém� je jediným východiskem použití heuristiky. Z nam��ených 
výsledk� je patrné, že matice, které vyžadují pro nalezení minimálního pokrytí vylepšenou 
metodou v�tví a hranic velké množství �asu jsou snadno �ešitelné pomocí heuristiky, avšak 
�ešení není minimální, odchylky jsou uvedeny v tabulkách v kapitole 5. 

 
V n�kterých p�ípadech se jevila p�esn�jší p�irozená heuristika, ve v�tšin� p�ípad� 

Contrib Add heuristika, pokud jsme heuristikami �ešili pouze cyklická jádra matic, Contrib 
Add heuristika nebyla nikdy horší než pokud jsme �ešili celou vstupní matici. 

 
P�esných výsled� tedy dosáhneme pouze s použitím exaktních metod, ovšem u hodn� 

velkých problém� jsou �asové nároky velmi velké. U velkých vstupních matic je tedy jediná 
p�ijatelná možnost �ešení pomocí heuristik,za cenu neminimálního �ešení. 

 
Výsledkem této práce jsou nam��ené hodnoty �asu �ešení problému r�znými 

metodami, jejich porovnání a zhodnocení.  
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