
Matematická indukce

Slabý princip

Cvičení 1. Zjistěte, čemu se rovná a tvrzení dokažte matematickou indukcí:

a)
∑n

i=1 i = ..., pro každé přirozené číslo n,

b)
∑n

j=1 2j = ..., pro každé přirozené číslo n,

c)
∑n

k=1 k2 = ..., pro každé přirozené číslo n.

d)
∑n

l=1 l3 = ..., pro každé přirozené číslo n.

[Řešení: n(n+1)
2 ;n(n+ 1); n(n+1)(2n+1)

6 ; n2(n+1)2

4 ]

Cvičení 2. Dokažte matematickou indukcí, že platí následující tvrzení:

a) 1
k+1 +

1
k+2 + . . .+ 1

2k−2 +
1

2k−1 +
1
2k > 1

2 , pro každé přirozené k ≥ 2,

b) ar ≥ 1, pro každé přirozené r a reálné a ≥ 1,

c)
∑l

i=1 i · i! = (l + 1)! − 1, pro každé přirozené l,

d) n! < nn, pro každé přirozené n ≥ 2,

e)
∑m

i=1
1

(2i−1)(2i+1) =
m

2m+1 , pro každé přirozené m,

f)
∣∣∑s

i=1 yi

∣∣ ≤∑s
i=1 |yi|, pro každé přirozené s a reálné yi,

[Řešení: Upravíme n+ 1 : ± 1
k+1 +

1
k+2 + . . .+ 1

2(k+1) < 1
2 −

1
k+1 +

1
2k+1 +

1
2(k+1) ; ;∑l+1

i=1 i · i! =
∑l

i=1 i · i! + (n+ 1) · (n+ 1)!; (n+ 1)! = n!(n+ 1) < nn(n+ 1); ;∣∣∑s+1
i=1 yi

∣∣ = ∣∣∑s
i=1 yi + yn+1

∣∣ ≤∑s
i=1 |yi|+ |yn+1|]

Cvičení 3. Dokažte platnost tvrzení matematickou indukcí.

a) Nechť A =

(
a 0
0 b

)
je reálná matice 2x2. Potom platí An =

(
an 0
0 bn

)
, pro každé přirozené

číslo n ≥ 1 a každé reálné a, b.

b) (a− b) dělí výraz (an − bn), pro každé přirozené číslo n ≥ 1 a a, b ∈ R, a 6= b.

c) (6 · 7n − 2 · 3n) je dělitelné 4, pro každé přirozené číslo n.

[Řešení: An+1 = A ·An; an+1 − bn+1 = an+1 − anb+ anb− bn+1 = an(a− b) + b(an − bn); 6 · 7n+1 −

2 · 3n+1 = 3(2 · 7n+1 − 2 · 3n) = 3(14 · 7n − 2 · 3n) = 3([6 · 7n − 2 · 3n] + 8 · 7n)]

Silný princip

Cvičení 4. Ukažte, že pomocí dvou nádob o objemu 2 l a 5 l naplníme nádobu o jakémkoliv objemu

větším jak 3 l.

[n = 2i+5j; ZK: pro n = 4 a nutně také pro n = 5, IK: n+1 = (n−1)+2 = 2i+5j+2 = 2(i+1)+5j]

Cvičení 5. Ukažte, že každé přirozené číslo n ≥ 2 má prvočíselný rozklad.

[ZK: n = 2 je hledaný prvočíselný rozklad. IK: Předp., že rozklad existuje ∀k ∈ N 2 ≤ k < n + 1.

Potom n + 1 je buď prvočíslem p (konec důkazu) nebo složené číslo: Pak existují a, b takové, že 1 < a, b <

n+ 1, které podle IP mají rozklad. Vynásobením těchto rozkladů a případným přesunutím jednotlivých

faktorů dostáváme rozklad n+ 1 = a · b = pi1
1 · · · pin

n .]



Strukturální mat. indukce Bude na dalších cvičení.


