Binarni operace, grupoidy atp.

Cviéeni 1. Urdete, jaky objekt tvoii vojenské pokyny pfimo hled, vpravo bok, vlevo bok a ¢elem vzad

s operaci navazani téchto tkonu o.

Reseni
Jedna se monoid (S, o), kde S = { PH, P, L, CZ} s operaci o definovanou tabulkou
o PH P L Cz
PH PH P L Cz
P P Cz PH L
L L PH Cz
Cz CzZ L p PH

ovéfenim vlastnosti zjistime, ze se jedna o komutativni grupu.

Cviceni 2. Na mnoziné vSech celych ¢isel Z je definovana operace x predpisem

axb=a+ b+ 2ab.

a) Rozhodnéte, zda se jedna o komutativni bindrni operaci.

b) Rozhodnéte, zda (Z, ) je pologrupa. Své tvrzeni zdivodnéte.

c¢) Ukazte, ze (Z,*) méa jednotkovy prvek.

d) Najdéte vSechny invertibilni prvky v (Z, %). Tvofi tyto invertibilni prvky spolu s operaci x grupu?
Zdtvodnéte.
Reseni

a) Musime ovéfit, zda plati komutativni zakon, tj. zda pro kazdé dvé celd ¢isla a, b plati, Ze axb = bxa.

Leva strana:

a*b=a+ b+ 2ab podle definice operace *.

Prava strana:

b*xa = b+ a+ 2ba podle definice operace x. Protoze 4+ a - je na mnoziné celych ¢isel komutativni,
muZeme v tomto vyrazu provést upravy:

b4+ a4+ 2ba = a+ b+ 2ba = a + b+ 2ab. Dostali jsme tvar stejny jako prava strana a tudiz je
komutativni zédkon platny.

b) (Z,x) je pologrupa, spliiuje-li asociativni zdkon, tj. (a xb) x ¢ = a % (b* c).

Levéa strana:

(axb) = a+b+2ab podle definice operace x. Oznacme si nyni (axb) jako A. Levou stranu asociativniho

zédkona pak pfepiseme jako

Axc=A+c+2Ac=(a+b+2ab) +c+2(a+b+ 2ab)c =a+ b+ 2ab+ ¢+ 2ac + 2bc + 4abe.

Pravé strana:

(bxc) = b+ c+2bc. Oznaéme (b*c) jako B. Pravou stranu asociativniho zdkona pak pfepiSeme jako



a*xB=a+B+2aB=a+ (b+c+2bc)+ 2a(b+ c+ 2bc) =
=a+b+c+ 2bc+ 2ab+ 2ac + 4abec =
=a+ b+ 2ab+ ¢+ 2ac + 2bc + 4abe

a je tedy roven levé strané. Asociativni zdkon je tedy splnén a (Z, *) je pologrupa.

¢) Hledame prvek e, pro ktery by platilo, Ze a x e = e x a = a pro kazdé celé ¢islo a.

7 definice * plyne, ze a x e = a + e + 2ae = a. To je ale mozné pouze tehdy, jsou-li ¢leny e a 2ae
vynulovany. Jedinym moznym kandidatem na e mezi celymi ¢isly je tedy 0. Pokud ovéfime operace a0
a 0% a, zjistime, Ze jsou oba vyrazy rovny a.

d) Pokusime se vyjadfit tvar invertibilnitho prvku z k prvku a. Musi platit a xx = e = 0 a také (z

komutativni vlastnosti dokdzanou v a)) = xa = 0.

axx=a+ x4+ 2ax =0.

VyfeSenim této rovnice dostaneme vyjadfeni x = —a/(2a + 1), coz ale neni celé ¢islo pro zadné a

rizné od 0. Jedinym invertibilnim prvkem je tedy 0, tedy jednotka e a tvofi grupu (e, x, ).



